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人 才 培 养 是 高 校 的 首要 任务 ， 现 代 社会 既 需 要 研究 型 人 才 ， 也 需要 大 量 在 生产 领域 解 
决 实际 问题 的 应 用 型 人 才 ， 作 为 知识 传承 、 能 力 培养 和 课程 建设 载体 的 教材 在 应 用 型 高 校 
的 教学 活动 中 起 着 至 关 重 要 的 作用 , 但 目前 “应 用 型 ”教材 的 建设 和 发 展 却 远 远 滞后 于 应 
用 型 人 才 培 养 的 步伐 。 

本 书 根据 应 用 型 本 科 土 木 建筑 类 各 专业 的 “工程 力学 ”课程 要 求 编写 ， 包 括 静 力学 和 
材料 力学 两 部 分 ， 在 沿用 传统 体系 的 基础 上 ， 对 部 分 内 容 进 行 了 了 精简， 加 强 了 与 专业 及 工 
程 应 用 相 结合 ， 强 调 实用 性 。 通 过 本 课程 的 学 习 ， 学 生 获 得 静 力学 方面 的 受 力 分 析 、 力 系 
简化 、 各 种 力 系 的 平衡 方程 、 摩 擦 问 题 及 重心 、 形 心 的 知识 ; 并 获得 固体 力学 的 入 门 知 
识 ， 即 综合 几何 、 物 理 、 静 力 三 方面 知识 的 基本 分 析 方 法 与 杆 件 和 简单 的 杆 系 结构 的 强 
度 、 刚 度 、 稳 定性 方面 的 知识 ， 培 养 学 生 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 以 及 实验 动手 能 力 。 
同时 ， 为 进一步 学 习 结 构 力学 、 结 构 设 计 原 理 等 相关 专业 课 打 好 基础 。 编 者 在 编写 过 程 中 
力求 做 到 以 下 几 点 。 

(1) 体系 新 颖 。 编 写 体 系 范围 内 ,有关 工程 力学 基本 内 容 均 已 涉及 ,但 舍弃 了 一 些 过 
深 而 又 不 实用 的 内 容 。 以 读者 为 本 ， 以 本 科教 学 为 主 沁 以 理论 严 说、 逻辑 清晰 、 由 浅 入 深 
为 基本 原则 。 本 书 最 大 的 特点 为 要 点 突出 , 便 手 教学 。 专业 对 口 性 强 。 

(2) 内 容 紧凑 书 中 内 容 在 介绍 时 注意 交待 来 龙 去 脉 ， 由 浅 入 深 ， 推 导论 证 详 而 不 
繁 ， 突 出 了 应 用 的 条 件 和 前 提 。 例 题 注重 对 解 题 思路 的 引导 、 公 式 的 正确 应 用 和 对 结果 合 
理性 的 分 析 。 

(3) 应 用 性 强 。 每 章 有 教学 提示 、 学 习 要 求 、 本 章 小 结 ， 同 时 附 有 难度 和 数量 适度 的 
习题 ， 习 题 既 有 足够 的 基本 题 ， 又 包含 了 一 些 思 考 性 及 综合 性 的 题目 。 本 书 适用 于 高 等 工 
科 院 校 四 年 制 土建 、 交 通 、 水 利 等 相关 专业 ， 也 适用 于 其 他 专业 ， 总 学 时 数 在 100 学 时 
左右 。 

本 书 由 鲁 东 大 学 土木 工程 学 院 的 教师 编写 。 第 1 一 6 章 静 力学 部 分 由 庞 永 平 编写 ， 第 8 
章 和 第 11 章 由 付 聪 老师 编写 ， 第 7、9、10、12 章 由 刘 振 宇 老师 编写 ， 第 13 至 第 17 章 以 
及 附录 、 参 考 文献 等 部 分 由 王 明 斌 老师 编写 。 全 书 由 王 明 斌 、 庞 永 平 担任 主编 ， 付 聪 、 刘 
振 宇 担任 副 主编 ， 全 书 由 王 明 斌 统 稿 。 

由 于 编者 水 平 所 限 ， 书 中 牙 漏 与 不 足 之 处 在 所 难免 ， 敬 请 广大 读者 批评 指正 。 
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物体 在 空间 的 位 置 随时 间 的 改变 而 改变 ， 称 为 机 械 运动 ， 这 是 人 们 在 日 常生 活 和 生产 
实践 中 最 常见 的 一 种 运动 形式 。 

静 力学 研究 的 是 物体 在 力 系 作用 下 的 平衡 规律 。 也 就 是 说 ， 研 究 物 体 受到 力 系 以 后 符 
合 什么 条 件 才 能 平衡 。 所 谓 “ 平 衡 ” 是 指 物体 相对 于 地 球 保 持 静 止 或 做 匀速 直线 运动 。 如 
桥梁 、 楼 房 、 做 匀速 直线 飞行 的 飞机 等 ， 都 处 于 平衡 状态 。 平 衡 是 物体 机 械 运动 的 一 种 特 
殊 形 式 。 

力 系 是 指 作用 于 物体 上 的 一 群 力 ， 在 静 力 学 中 ， 将 研究 以 下 3' 个 方面 的 问题 

(1) 物体 的 受 力 分 析 。 分 析 菜 个 物体 上 共 受 几 个 力 以 及 每 个 为 的 方向 和 作用 位 置 。 

(2) 力 系 的 简化 。 把 作用 在 物体 上 的 一 个 力 系 用 另 一 个 与 它 等 效 的 力 系 来 代 蔡 ,这 两 
个 力 系 互 为 等 效力 系 。 用 一 个 简单 力 系 等 效 地 替换 另 一 个 复杂 力 系 称 为 力 系 的 简化 。 

(3) 建立 各 种 力 系 的 平衡 条 件 。 研 究 物 体 平衡 时 ,作用 在 物体 上 的 各 种 力 系 所 需 满足 
的 条 件 即 平衡 条 件 。 工 程 中 常见 的 力 系 ， 按 其 作用 线 所 在 的 位 置 ， 可 分 为 平面 力 系 和 空间 
力 系 两 大 类 。 不 同 的 力 系 ， 它 的 平衡 条 件 也 各 不 相同 。 满 足 平衡 条 件 的 力 系 称 为 平衡 
力 系 。 

力 系 的 平衡 条 件 在 工程 中 有 着 十 分 重要 的 意义 .是 设计 结构 、 构 件 时 进行 静 力 计算 的 
基础 。 因 此 ， 静 力学 在 工程 中 有 着 最 为 广泛 的 应 用 。 





第 过 
静 力 学 的 基本 概念 与 受 力 分 析 


【教学 提示 】 

本 章 主要 介绍 静 力 学 中 的 一 些 基 本 概念 和 5 个 公理 。 这 些 概念 和 公理 是 静 力学 的 基 
础 。 还 将 介绍 物体 的 受 力 分 析 和 受 力 图 的 画 法 ， 它 是 解决 静 力 学 问题 的 关键 。 

【学 习 要 求 】 

通过 本 章 的 学 习 ， 记 住 并 理解 刚体 和 力 的 概念 以 及 静 力学 公理 从 重点 是 掌握 物体 的 受 
力 分 析 及 受 力图 的 画 法 。 


| 1 1 刚体 和 力 的 概念 


1. 刚体 的 概念 


所 谓 刚体 是 指 在 力 的 作用 下 其 大 小 和 形状 始终 保持 不 变 的 物体 。 显 然 这 是 一 个 理想 
化 的 力学 模型 。 实 际 物体 在 力 的 作用 下 都 会 产生 不 同 程度 的 变形 ， 但 是 ， 这 些微 小 的 变形 
有 时 对 研究 物体 的 平衡 不 起 主要 作用 ， 可 以 忽略 不 计 ， 这样 可 使 问题 的 研究 大 为 简化 。 因 
此 ,刚体 只 是 为 了 研究 问题 的 方便 而 抽象 出 来 的 一 种 力学 模型 。 

静 力 学 研究 的 物体 只 限于 刚体 ， 故 又 称 为 刚体 静 力 学 , 它 是 研究 变形 体力 学 的 
基础 。 

2. 力 的 概念 

力 的 概念 是 人 们 在 生活 和 生产 实践 中 通过 长 期 的 观察 和 分 析 而 提出 来 的 。 例 如 ， 抬 物 
体 的 时 候 ， 物 体 压 在 肩 上 ， 巾 于 肌肉 紧张 而 感受 到 力 的 作用 ; 用 手 推 小 车 ， 小 车 就 由 静止 
开始 运动 ; 用 手 拉 弹 簧 ,弹簧 发 生 了 形变 ， 同 时 也 感受 到 弹簧 也 在 拉手 等 。 人 们 就 是 从 这 
样 大 量 的 实践 中 ， 从 感性 到 理性 ， 逐步 地 建立 起 力 的 概念 。 所 以 ， 力 是 物体 间 的 相互 机 械 
作用 ,这 种 作用 使 物体 的 机 械 运 动 状态 发 生 改 变 ,或 者 使 物体 发 生变 形 。 
因此 ， 力 不 能 脱离 物体 而 存在 。 虽 然 看 不 见 力 ， 但 它 的 作用 效应 完全 可 以 直接 观察 
或 用 仪器 测量 出 来 。 人 们 也 正 是 从 力 的 作用 效应 来 认识 力 本 身 的 。 正 如 恩格斯 所 指出 的 
“ 力 以 它 的 表现 来 量度 ”。 

力 使 物体 运动 状态 发 生变 化 的 效应 ， 称 为 力 对 物体 的 外 效应 。 而 力 使 物体 发 生变 形 
的 效应 称 为 力 对 物体 的 内 效应 。 静 力学 只 研究 力 的 外 效应 ， 而 材料 力学 将 研究 力 的 内 
效应 。 

由 经 验 可 知 ， 力 对 物体 的 效应 取决 于 3 个 要 素 : 力 的 大 小 ， 力 的 方向 ， 力 的 作用 点 
通常 称 为 力 的 三 要 素 。 当 这 3 个 要 素 中 的 任何 一 个 改变 时 ， 力 的 作用 效应 也 就 不 同 。 

力 是 一 个 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 ， 因 此 力 是 矢量 。 在 力学 中 ,矢量 可 用 一 条 带 箭头 
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/FN 
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的 有 向 线段 来 表示 ， 如 图 1. 1 所 示 。 用 线段 的 起 点 或 终点 表示 力 的 作用 点 ; 用 线段 的 箭 
头 指 向 表示 力 的 方向 ; 用 线段 的 长 度 ( 按 一 定 的 比 
例 尺 ) 表 示 力 的 大 小 。 通 过 力 的 作用 点 沿 力 的 方向 
的 直线 ， 称 为 力 的 作用 线 。 在 本 书 中 , 力 的 矢量 
黑 斜 体 字母 F 表示 ,而 力 的 大 小 则 用 普通 字母 下 
表示 。 

在 国际 单位 制 (SD) 中 ， 以 “N” 作 为 力 的 单位 
符号 ， 称 为 牛 [ 顿 ]。 有 时 也 以 “kN” 作 为 力 的 单 
位 符号 ， 称 为 千 牛 [ 顿 ]。1N=1kg* m/s’。 


| 1 2 静 力学 公理 


静 力学 公理 是 人 们 在 长 期 的 生活 和 生产 实践 中 总 结 出 来 的 。 这 些 公理 简单 而 明显 
须 证 明 而 被 大 家 公认 ， 它们 是 静 力学 的 基础 。 

公理 一 ”二 力 平衡 公理 。 ”作用 于 刚体 上 的 两 个 力 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 ， 这 两 个 
力 大 小 相等 ,方向 相反 ， 并 作用 于 同一 直线 止 、 如 图 1. 2 所 示 。 
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(a) (b) 
图 1.2 
这 个 公理 揭示 了 作用 于 物体 上 最 简单 的 力 系 平衡 时 所 必须 满足 的 条 件 。 对 刚体 来 说 ， 


这 个 条 件 是 必要 且 充 分 的 ; 但 对 于 变形 体 ,iY 这 个 条 件 是 不 充分 的 。 如 图 1. 3 所 示 ， 软 强 受 
两 个 等 值 反 向 的 拉力 时 可 以 平衡 ， 而 受 两 个 等 值 反 向 的 压力 时 就 不 能 平衡 了 。 





后 拉 PF 万 压 
—e 
(a) (b) 
图 1.3 


只 在 两 个 力作 用 下 处 于 平衡 的 构件 称 为 二 力 构件 ， 如 果 构 件 是 直 的 ， 称 为 二 力 杆 。 工 
程 上 存在 着 许多 二 力 构件 。 二 力 构 件 的 受 力 特 点 是 ， 两 个 力 必 沿 作用 点 的 连 线 。 如 图 1. 4 
所 示 的 三 铵 拱 中 的 BC 部 分 ， 在 不 计 自重 的 情况 下 ， 就 可 以 看 成 是 二 力 构件 。 
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公理 二 ”加 减 平衡 力 系 公 理 ”在 作用 在 刚体 上 的 任何 一 个 力 系 上 ， 加 上 或 减 去 任 一 
平衡 力 系 ， 并 不 改变 原 力 系 对 刚体 的 作用 效应 。 

这 是 显而易见 的 ， 因 为 平衡 力 系 对 刚体 的 平衡 或 运动 状态 是 没有 影响 的 。 这 个 公理 常 
被 用 在 力 系 的 简化 上 。 

推论 1 力 的 可 传 性 原理 。 作用 于 刚体 上 的 力 ， 可 以 沿 其 作用 线 移 至 刚体 内 任意 一 
点 ， 而 不 改变 它 对 刚体 的 作用 效应 。 例 如 ， 人 们 在 车 后 A 点 推 车 ,与 在 车 前 B 点 拉 车 ， 
效应 是 一 样 的 ， 如 图 1. 5 所 示 。 这 个 推论 也 可 以 由 公理 二 来 推 证 ， 留 给 读者 自行 推 证 。 

由 以 上 可 知 ， 作 用 于 刚体 上 的 力 的 三 要 素 是 力 的 大 小 、 方 向 和 作用 线 。 

应 该 注意 ， 力 的 可 传 性 原理 只 适用 于 刚体 ， 而 不 适用 于 变形 体 。 如 图 1. 6 所 示 的 变形 
杆 AB， 图 1.6(a) 中 杆 被 拉 长 。 如 果 把 这 两 个 力 沿 作用 线 分 别 移 到 杆 的 另 一 端 ， 如 图 1. 6 
(b) 所 示 ， 此 时 杆 就 被 压 短 了 。 




































































图 1.5 图 1.6 


公理 三 ” 力 的 平行 四 边 形 法 则 、“。 作用 于 物体 上 同一 点 的 两 个 力 ， 可 以 合成 为 一 个 合 
力 。 合力 的 作用 点 仍 在 该 点 ,~ 合力 的 大 小 和 方向 以 这 两 你 力 为 邻 边 所 构成 的 平行 四 边 形 的 
对 角 线 来 表示 ， 如 图 1.7 所 示 。 
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图 1.7 








这 种 合成 力 的 方法 称 为 矢量 加 法 ， 合 力 称 为 这 两 个 力 的 矢量 和 。 用 式 子 表示 为 
Fr=F,+F, (1-1) 

应 该 指出 ， 式 (1 - 1) 是 矢量 等 式 ， 它 与 代数 等 式 Fk 二 Fi 十 F, 的 意义 完全 不 同 。 

为 了 方便 ， 在 用 矢量 加 法 求 合力 时 ， 往 往 不 必 夯 出 整个 的 平行 四 边 形 ， 如 图 1. 7(b) 
所 示 ， 可 从 A 点 作 一 个 与 力 F, 大 小 相等 、 方 向 相同 的 矢量 A 户 ， 过 B 点 作 一 个 与 力 F, 大 
小 相等 、 方 向 相同 的 矢量 BCE， 则 矢量 AC 即 表示 力 Fi 、F 的 合力 Fe， 这 种 求 合力 的 方法 
称 为 力 三 角形 法 则 。 
平行 四 边 形 法 则 既是 力 的 合成 的 法 则 ， 也 是 力 的 分 解 的 法 则 。 
推论 2 三 力 平衡 汇 交 定理 。 ”作用 于 刚体 上 3 个 相互 平衡 的 力 ， 若 其 中 两 个 力 的 作 
目 线 汇 交 于 一 点 ， 则 这 3 个 力 必 在 同一 平面 内 ， 且 第 三 个 力 的 作用 线 通 过 汇 交 点 。 

证 明 : 如 图 1.8 所 示 ,， 在 刚体 的 A、B、C 这 3 点 上 ， 分 别 作用 3 个 相互 平衡 的 力 F, 、 
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F;、F;。 根 据 力 的 可 传 性 ,将 力 下 和 F; 移 到 汇 交 
点 0， 然后 根据 力 的 平行 四 边 形 法 则 ， 得 合力 Fl;， 
则 力 F; 应 与 力 Fis 平 衡 。 由 于 两 个 力 平衡 必须 共 
线 ， 所 以 力 F; 必定 与 力 Fl 和 F, 共 面 ， 且 通过 力 
下 , 与 F, 的 交点 O， 于 是 定理 得 证 。 

公理 四 ”作用 与 反作用 定律 作用 力 和 反 作 
用 力 总 是 同时 存在 ， 两 个 力 的 大 小 相等 、 方 向 相反 、 
沿 着 同一 直线 ,分 别 作用 在 两 个 相互 作用 的 物体 上 。 

这 个 公理 概括 了 物体 间 相 互 作用 的 关系 .表明 作用 力 和 反作用 力 总 是 成 对 出 现 的 。 举 
一 例子 说 明 ， 如 图 1. 9(a) 所 示 ， 放 置 在 基 座 上 的 电动 机 ， 受 重力 P 和 基 座 的 两 个 反 力 Fv 
和 Fw: 的 作用 [图 1.9(b)]。 





















































图 1.9 


重力 P 是 地 球 对 电动 机 的 吸引 力 ， 作 用 在 电动 机 上 ; 同时 ， 电 动机 对 地 球 也 有 一 个 吸 





引力 P' 作 用 在 地 球 上 [图 1.9(c)]， 这 两 个 力 是 作用 力 和 反作用 力 ， 两 者 等 值 ， 反 向 共 
线 ， 即 P== 一 P'。 此 外 ,电动 机 对 基 座 也 作用 两 个 压力 Fh 和 FN;， 其 中 力 Fw 与 FN 是 作 
力 与 反作用 力 的 关系 ， 即 Fw 一 一 FN 、Fv 一 一 Fe 。 后 面 作用 力 与 反作用 力 将 用 同一 字 
母 表示 ,但 其 中 之 一 在 字母 的 右上 方 加 “'”。 

必须 强调 指出 ， 由 于 作用 力 与 反作用 力 分 别 作 用 在 两 个 物体 上 ， 因此， 不 能 认为 作用 
力 与 反作用 力 相互 平衡 。 

公理 五 ” 刚 化 原理 变形 体 在 某 一 力 系 作用 下 处 于 平衡 ， 若 将 变形 体 刚 化 为 刚体 ， 
其 平衡 状态 不 变 。 

这 个 公理 提供 了 把 变形 体 看 做 刚体 模型 的 条 件 。 如 图 1. 10 所 示 ， 绳索 在 等 值 、 反 
向 、 共 线 的 两 个 拉力 作用 下 处 于 平衡 ， 如 将 绳索 刚 化 成 刚体 ， 其 平衡 状态 保持 不 变 。 若 
绳索 在 两 个 等 值 、 反 向 、 共 线 的 压力 作用 下 并 不 能 平衡 ， 这 时 绳索 就 不 能 刚 化 为 刚体 。 
但 刚体 在 上 述 两 种 力 系 的 作用 下 都 是 平衡 的 。 也 就 是 说 把 物体 刚 化 成 刚体 也 是 有 条 
件 的 。 
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| 1. 3 约束 和 约束 反 力 


有 些 物体 在 空间 的 位 置 不 受 任何 限制 。 位 移 不 受 限 制 的 物体 称 为 自由 体 。 相 反 有 些 物 
体 在 空间 的 位 移 却 要 受到 一 定 的 限制 。 如 机 车 受 铁轨 的 限制 ， 只 能 沿 铁轨 运动 ; 重 物 由 钢 
索 吊 住 ,不 能 下 落 等 。 位 移 受 到 限制 的 物体 称 为 非 自 由 体 。 对 非 自 由 体 的 某 些 位 移 起 限制 
作用 的 物体 称 为 约束 。 例 如 ， 铁 轨 对 于 机 车 ， 钢 索 对 于 重 物 等 \ 都 是 约束 。 

既然 约束 能 够 阻碍 物体 发 生 位 移 ， 也 就 是 约束 能 够 起 到 改变 物体 运动 状态 的 作用 ， 所 
以 约束 与 被 约束 之 间 必 然 存在 着 力 ， 这 种 力 是 约束 给 被 约束 的 ， 所 以 称 为 约束 反 力 。 因 
此 ,约束 反 力 的 方向 必然 与 被 约束 物体 运动 方向 或 运动 趋势 的 方向 相反 。 应 用 这 个 准则 ， 
可 以 确定 约束 反 力 的 方向 或 作用 线 的 位 置 ,| 至 于 约 东 反 力 的 大 小 则 是 未 知 的 。 在 静 力 学 
中 ,约束 反 力 和 物体 受 的 其 他 已 知 力 ( 称 为 主动 力 ) 组 成 平衡 力 系 ,因此 可 用 平衡 条 件 求 出 
未 知 的 约束 反 力 。 

由 此 看 来 ， 解 静 力学 问题 ,i 主要 是 求解 未 知 的 约束 反 访 ;~ 而 约束 反 力 又 与 约束 类 型 有 
关 ， 下 面 介绍 几 种 在 工程 中 常见 到 的 简单 的 约束 类 型 和 确定 约束 反 力 方向 的 方法 。 

1. 具有 光滑 接触 面 的 约束 

例如 ， 支 撑 物 体 的 固定 面 [图 1.11CD、Cb)]， 吐 合 齿轮 的 齿 面 ( 图 1. 12) ， 铁 路 中 的 
道 轨 与 车 轮 等 入 当 摩 擦 忽略 不 计时 ,都 属于 这 类 约束 。 






































图 1.11 图 1. 12 


这 类 约束 不 能 限制 物体 沿 约束 表面 切线 的 位 移 ， 只 能 阻碍 物体 沿 接触 面 法 线 并 向 约束 
内 部 的 位 移 。 因 此 ， 光 滑 支撑 面 对 物 体 的 约束 反 力 ， 作 用 在 接触 点 处 ， 方 向 沿 着 接触 面 的 
公法 线 ， 指 向 被 约束 物体 ， 这 种 约束 反 力 有 时 称 为 法 向 反 力 ， 通 常用 Fs 表示 ， 如 图 1. 11 
中 的 Fxa、Fxc 和 图 1. 12 中 的 Fv 等。 

2. 柔性 约束 

柔性 约束 是 指 由 绳索 、 链 条 或 胶带 等 一 些 柔 软 的 物体 形成 的 约束 。 强 子 吊 住 重 物 ， 如 
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图 1.13(a) 所 示 。 由 于 柔软 的 绳子 本 身 只 能 承受 拉力 [图 1.13(b)]， 所 以 它 给 重 物 的 约束 
反 力 也 只 能 是 拉力 [图 1. 13(c)]。 因 此 ， 绳 索 对 物体 的 约束 反 力 作用 在 接触 点 上 ， 方 向 沿 
着 绳索 ， 背 离 被 约束 物体 。 通 常用 下 或 Fr 表示 这 类 约束 反 力 。 

链条 或 胶带 也 都 只 能 承受 拉力 ， 当 它们 被 绕 在 轮子 上 时 ， 对 轮子 的 约束 反 力 沿 着 轮 缘 
的 切线 方向 ， 也 是 链条 和 胶带 的 方向 ， 背 离 轮子 ， 如 图 1. 14 所 示 。 











不 
4 
4 Fh 
F 
中 人 Fe 1 
蕊 和 侮 图 1. 14 


3， 固定 镜 链 约束 


铵 链 是 工程 上 常见 的 一 种 约束 贸 链 约束 的 典型 构造 是 将 构件 和 固定 底座 在 连接 处 外 
出 圆 孔 ， 再 用 圆柱 形 销 钉 串 联 起 来 。 辣 构件 只 能 绕 销 钉 的 轴线 转动 ， 这 种 约束 称 为 固定 匀 
链 约束 ， 又 称 为 固定 铵 支 座 :… 如 图 1.15(a)、(b) 所 示 % 








(a) (b) (c) 
有 BF 
F: 
F 
(d) (e) (ND 
图 1. 15 
设 接 触 面 的 摩擦 忽略 不 计 ， 则 销 钉 与 物体 圆 孔 间 的 接触 实际 上 是 两 个 光滑 圆柱 面 的 接 





触 [图 1.15(c)]。 根 据 光滑 面 约 束 反 力 的 性 质 可 知 ， 销 钉 给 物体 的 约束 反 力 下 应 该 沿 
柱 面 在 接触 点 开 的 公法 线 ， 并 通过 销 钉 中 心 O， 指 向 物体 ， 如 图 1. 15(d) 所 示 。 但 因 接 名 


点 的 位 置 往往 不 能 预先 确定 ， 所 以 约束 反 力 下 的 方向 也 就 不 能 预先 确定 ， 因 此 ， 通 常 
通过 铵 链 中 心 的 两 个 正 交 分 力 F, 和 下 , 来 表示 ， 如 图 1. 15(e) 所 示 。 而 图 1.15(f) 是 固 
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定 铵 支 座 的 简化 表示 法 。 

如 果 用 圆柱 形 光 滑 销 钉 连 接 两 个 物体 ， 则 称 为 中 间 铵 或 圆柱 匀 链 ， 如 图 1. 16(a) 、(b) 
所 示 。 中 间 铵 的 销 钉 对 构件 的 约 东 与 固定 铵 支 座 的 销 钉 对 构件 的 约束 相同 ， 其 约束 反 力 通 
常 也 用 两 个 正 交 分 力 来 表示 ， 如 图 1. 16(c) 所 示 。 























(b) (e) 


4. 可 动 镜 链 约束 

将 构件 的 铵 链 底 座 用 几 个 辊 轴 支 承 在 光滑 平面 土 ， 就 构成 了 可 动 铵 链 约束 ， 也 称 为 可 
动 铵 支 座 。 如 图 1. 17(a) 所 示 ， 其 简 图 如 图 反 17(Cb) 所 示 。 在 桥梁 、 房 屋 等 结构 中 常 采用 
可 动 按 支 座 。 它 可 以 沿 支承 面 移 动 ， 人 允许 由 于 温度 变化 而 引起 结构 跨度 的 自由 伸 长 或 收 
缩 。 显 然 ， 可 动 匀 支 座 的 约束 性 质 与 光滑 面 约束 相同 ， 其 约束 反 力 必 垂 直 于 支承 面 ， 且 通 
过 铵 链 中 心 。 通 常用 F、 表示 其 法 向 约束 反 力 ， 如 图 1: 17(e) 所 示 。 








5， 轴承 约束 

轴承 约束 是 工程 中 常用 的 支承 形式 。 这 类 约束 的 约 东 反 力 的 分 析 方 法 与 匀 链 约束 相 
同 ， 常 用 的 有 滑动 轴承 和 滚动 轴承 。 图 1. 18(a) 是 滑动 轴承 的 示意 图 图 1. 18(b) 给 出 了 
轴承 的 简 图 和 约束 反 力 。 因 为 滑动 轴承 不 能 限制 轴 沿 轴线 方向 的 运动 ， 所 以 滑动 轴承 约束 
反 力 的 方向 在 垂直 于 轴线 的 纵向 平面 内 ， 通 常用 两 个 正 交 分 力 Fh, 和 FA 表示 。 
图 1. 19(a) 所 示 为 滚动 轴承 最 常见 的 两 种 形式 ， 其 简 图 如 图 1. 19(b) 所 示 。A 端 为 向 
心 轴承 (或 径 向 轴承 ) ， 因 向 心 轴承 和 滑动 轴承 一 样 ， 不 起 止 推 作用 ， 所 以 向 心 轴承 的 约束 
反 力 只 有 Fs, 和 FA 两 个 分 力 。B 端 为 向 心 推力 轴承 (或 径 向 止 推 轴承 )， 它 能 起 到 轴 向 止 
推 作用 ,所 以 向 心 推力 轴承 的 约束 反 力 有 Fs, 、Fs, 和 Fs.3 个 分 力 ， 如 图 1. 19(c) 所 示 。 



















































































6. 球 匀 链 约束 


通过 圆 球 和 球 过 将 两 个 构件 连接 在 二 起 的 约束 称 为 球 贸 链 约束 ， 如 图 1. 20(a) 所 示 。 
汽车 上 换 挡 用 的 变速 杆 便 是 这 种 约束 。 它 使 构件 的 球 心 不 能 有 任何 位 移 ， 但 构件 可 绕 球 心 
随意 转动 。 若 忽略 摩 控 ， 与 圆柱 铵 链 分 析 相 似 ， 其 约束 反 力 应 是 通过 球 心 但 方向 不 能 预先 














确定 的 一 个 空间 力 ， 可 用 3 个 正 交 分 力 FA 、Fs,、F: 表 示 ， 
(b) 所 示 。 





图 1.20 
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其 简 图 及 约束 反 力 如 图 1. 20 





人) 


温 j 丽 3 前 力 学 的 基本 概念 与 受 力 分 析 


| 1 4 物体 的 受 力 分 析 和 受 力图 


在 静 力 学 问题 中 ， 为 了 求 出 未 知 的 约束 反 力 ， 需 要 根据 已 知 力 ， 应 用 平衡 条 件 求 解 。 
为 此 ， 要 先 确定 构件 受 了 几 个 力 ， 每 个 力 的 作用 位 置 和 力 的 作用 方向 ， 这 种 分 析 过 程 称 为 
对 物体 的 受 力 分 析 。 

作用 在 物体 上 的 力 可 分 为 两 类 : 一 类 是 主动 力 ， 如 物体 的 自重 、 风 力 、 气 体 压 力 等 ， 
- 般 是 已 知 的 ; 另 一 类 是 约束 给 被 约束 物体 的 约束 反 力 ， 为 未 知 的 被 动力 。 

为 了 清晰 地 表示 物体 的 受 力 情况 ,把 需要 研究 的 物体 从 周围 的 物体 中 分 离 出 来 ,单独 
画 出 它 的 简 图 ， 这 个 步骤 叫做 取 研 究 对 象 或 取 分 离 体 。 然 后 把 施 力 物体 对 研究 对 象 的 作用 
力 全 部 画 出 来 ， 包 括 主 动力 和 约束 反 力 。 这 种 表示 物体 受 力 的 简 图 称 为 受 力 图 。 画 物体 的 
受 力 图 是 解决 静 力 学 问题 的 一 个 重要 环节 ， 下 面 举例 说 明 -。 

例 1.1 力 下 拉动 碾子 以 压 平 路 面 ， 重 为 己 的 碾子 受到 一 个 石 块 的 阻碍 ， 如 图 1. 21 
Ca) 所 示 ， 试 画 出 碾子 的 受 力 图 。 

解 : (1) 取 碾 子 为 研究 对 象 ( 即 取 分 
离 体 ) 并 单独 画 出 其 简 图 。 

(2) 画 主 动力 。 有 地 球 的 引力 P 和 
杆 对 碾子 中 心 的 拉力 正 。 

(3) 约束 反 力 。 因 碾子 在 A 和 B 两 
处 受到 石 块 和 地 面 的 约束 ， 如 不 计 摩 擦 ， 
均 为 光滑 表面 接触 ， 故 在 -A 处 受到 石 块 
的 法 向 反 力 Fv 的 作用 ,在 B 处 受到 地 
面 的 法 向 反 力 政 的 作用 ， 它 们 都 沿 着 碾 
子 上 接触 点 的 公法 线 指向 圆心 。 碾 子 的 
受 力图 如 图 1. 21(b) 所 示 。 

例 1.2 屋 架 如 图 1.22(a) 所 示 。A 处 为 固定 匀 链 支 座 ，B 处 为 可 动 贸 链 支 座 ， 搁 在 
光滑 的 水 平面 上 。 已 知 屋 架 自重 P， 在 屋 架 的 AC 边 上 承受 了 垂直 于 它 的 均匀 分 布 的 风力 ， 
单位 长 度 上 承受 的 力 为 9， 试 画 出 屋 架 的 受 力图 。 












































图 1.21 

















图 1. 22 


解 : (1) 取 屋 架 为 研究 对 象 ， 除 去 约束 并 画 出 其 简 图 。 

(2) 画 主 动力 。 有 屋 架 的 重力 P 和 均匀 分 布 的 风力 g。 

(3) 画 约 束 反 力 。 因 A 处 为 固定 铵 支 座 ， 其 约束 反 力 通过 铵 链 中 心 A， 但 方向 不 能 确 
定 ， 用 两 个 大 小 未 知 的 正 交 分 力 FA 和正 \ 表 示 。 了 3 处 为 可 动 铵 支 座 ， 约 束 反 力 垂直 向 上 ， 





























汪汪 








Fe 表示 ， 屋 架 的 受 力图 如 图 1. 22(b) 所 示 。 

例 1.3 如 图 1.23(a) 所 示 ， 水 平 梁 AB 用 斜 杆 CD 支撑 ,A、C、D 所 指示 的 3 处 均 
为 光滑 贸 链 连接 。 在 均 质 梁 重 P 上 放置 一 重 为 已 的 电动 机 。 如 不 计 CD 杆 的 自重 ， 试 分 
别 画 出 杆 CD 和 梁 AB (包括 电 动机 ) 的 受 力 图 。 

















的 
Fe 


1.23 


解 : (1) 先 分 析 斜 杆 CD 的 受 力 。 由 于 斜 杆 的 自重 不 计 ， 因 此 杆 只 在 铵 链 C、D 处 受 
到 两 个 约束 反 力 Fe 和 Fp 。 根 据 光 滑 捷 链 的 特性 ， 这 两 个 约束 反 力 必定 通过 铵 链 C、 的 
中 心 ， 方向 暂 不 确定 ， 考 虑 到 杆 C 记 只 在 Fe 、F 两 个 力 的 作用 下 平衡 ， 根 据 二 力 平衡 公 
理 ， 这 两 个 力 必定 沿 同一 直线 且 等 值 ， 反 向 。 由 此 可 确定 Fe 和 Fe 的 作用 线 应 沿 匀 链 中 
心 C 与 D 的 连 线 ， 即 CD 杆 的 轴线 ， 由 经 验 判断 ， 杆 CD 受 压 ， 甚 受 力 图 如 图 1. 23(b) 所 
示 。 在 一 般 情况 下 ,下 . 与 Fo 的 指向 不 能 预先 确定 * 可 先 任意 假设 受 拉 力 或 压力 。 若 根据 
平衡 方程 求 得 的 力 为 正 值 ， 说 明 原 假设 力 的 指向 正确 ; 若 为 负 值 ， 则 说 明 实际 杆 受 力 与 原 
来 假设 的 指向 相反 % 

上 面 的 CD 杆 就 是 前 面 所 述 的 二 力 构 件 ， 也 称 为 二 力 杆 。 二 力 杆 在 工程 中 经 常 遇 到 ， 
有 时 也 把 它 作 为 一 种 约束 。 

(2) 取 梁 AB( 包 括 电 动机 ) 为 研究 对 象 。 它 受到 P, 、P。 两 个 主动 力 的 作用 。 庚 在 铵 链 
D 处 受 有 二 力 杆 CD 给 它 的 约束 反 力 Fb 的 作用 。 根 据 作 用 和 反作用 定律 ，Fb 二 一 Fo。。 梁 
在 A 处 受 固 定 按 支 座 给 它 的 约束 反 力 的 作用 ， 由 于 方向 未 知 ， 可 用 两 个 大 小 未 定 的 正 交 分 
力 FA 和 了 ,表示 。 梁 AB 的 受 力图 如 图 1. 23(c) 所 示 。 

例 1.4 如 图 1.24(a) 所 示 ， 三 铵 拱桥 由 左 、 右 两 拱 匀 接 形成 ， 设 各 拱 自 重 不 计 ， 左 
拱 AC 上 作用 有 荷载 玉 ， 试 分 别 画 出 拱 AC 和 CB 的 受 力图 。 

解 : (1) 先 分 析 拱 CB 的 受 力 。 由 于 拱 CB 自重 不 计 ， 且 只 在 B、C 两 处 受到 铵 链 约 
束 ， 因 此 拱 CB 为 二 力 构件 。 在 铵 链 中 心 C、B 处 分 别 受 Fe 、E 两 个 力 的 作用 ， 且 Fe 一 
一 Fs， 这 两 个 力 的 方向 如 图 1. 24(b) 所 示 。 

(2) 取 拱 AC 为 研究 对 象 。 由 于 自重 不 计 ， 因 此 主动 力 只 有 荷载 下 。 拱 在 铵 链 C 处 受 
由 拱 CB 给 它 的 约 东 反 力 Ft 的 作用 ,根据 作用 和 反作用 定律 ，F. 二 一 Fc。 拱 在 A 处 受 有 
固定 贸 支 座 给 它 的 约束 反 力 F、 的 作用 ， 由 于 方向 未 定 ， 可 用 两 个 大 小 未 知 的 正 交 分 力 
FA 和 下 ,代替 。 拱 AC 的 受 力图 如 图 1. 24(c) 所 示 。 
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第 1 画 。 静 力学 的 基本 概念 与 受 力 分 析 





(9 
图 下 24 


通过 进一步 分 析 可 知 ， 由 于 拱 AC 在 下 、FL 和 严 \ 这 3 个 力 的 作用 下 平衡 ， 故 可 根据 
三 力 平衡 汇 交 定理 ， 确 定 铵 链 .A 处 约束 反 力 F 的 方向 交点 iD 为 力 F 和 作用 线 的 交点 ， 
当 拱 AC 平衡 时 ， 反 力 Fs 的 作用 线 必 通 过 D [图 1.24(d)]， 至 于 F。 的 指向 ,暂且 假定 
为 图 1. 24 所 示 的 方向 , 以 后 由 平衡 条 件 确定 。 

思考 : 若 将 左右 两 拱 都 计 入 自重 ,各 部 分 受 为 图 有 何不 同 ? 

例 1.5 如 图 到 25Ca) 所 示 ， 梯 子 的 两 部 分 AB 和 AC 在 A 点 匀 接 ， 又 在 D、E 两 点 用 
水 平 强 连 接 起 来 梯子 放 在 光滑 水 平面 上 ,车 其 自重 不 计 , 但 在 AB 的 中 点 妃 处 作用 一 
销 直 荷载 正 。 试 分 别 而 出 绳子 DE 和 梯子 的 AB、AC 部 分 以 及 整体 系统 的 受 力图 。 








(©) 





(b) 


图 1.25 

















解 : (1) 绳子 DE 的 受 力 分 析 。 强 子 两 端 D、E 分 别 受 到 梯子 的 拉力 Fo。、Fs 的 作 
[图 1.25Cb)]。 
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(2) 梯子 AB 部 分 的 受 力 分 析 。 它 在 互 处 受 荷载 F 的 作用 ， 在 铵 链 A 处 受 AC 部 分 给 
它 的 约束 反 力 Fs, 和 Fs, 的 作用 。 在 DD 点 受 绳子 对 它 的 拉力 Fh。 在 点 BB 受 光滑 地 面 对 它 的 
法 向 反 力 Fs 的 作用 。 梯 子 AB 部 分 的 受 力图 如 图 1. 25(c) 所 示 。 

(3) 梯子 AC 部 分 的 受 力 分 析 。 在 铵 链 A 处 受 AB 部 分 对 它 的 作用 力 F\, 和 F\,。 在 点 
E 受 绳子 对 它 的 拉力 Ft。 在 C 处 受 光滑 地 面 对 它 的 法 向 反 力 F.。 梯 子 AC 部 分 的 受 力图 
如 图 1. 25(d) 所 示 。 

(4) 整个 系统 的 受 力 分 析 。 当 选 整 个 系统 为 研究 对 象 时 ， 可 把 平衡 的 整个 结构 刚 化 为 
刚体 。 由 于 铵 链 A 处 所 受 的 力 互 为 作用 力 与 反作用 力 关 系 ， 即 Fa 二 一 Fs ,Fa 二 一 Fh,; 
绳子 与 梯子 连接 点 D 和 已 所 受 的 力也 互 为 作用 力 与 反作用 力 关 系 ， 即 Fo 二 一 Fb，Fs 二 
一 F:， 这 些 力 都 成 对 地 作用 在 整个 系统 内 ， 称 为 内 力 。 内 力 对 系统 的 作用 效应 相互 抵消 ， 
因此 可 以 除去 ， 并 不 影响 整个 系统 的 平衡 ， 故 内 力 在 受 力图 上 不 必 面 出 。 在 受 力图 上 只 需 
画 出 系统 以 外 的 物体 给 系统 的 作用 力 ， 这 种 力 称 为 外 力 。 这 里 ;荷载 尺 和 约束 反 力 Fe、 
F. 都 是 作用 于 整个 系统 的 外 力 。 整 个 系统 的 受 力图 如 图 1. 25(Ce) 所 示 。 

应 该 指出 ， 内 力 与 外 力 的 区 分 不 是 绝对 的 。 例 如 ,= 当 把 梯子 的 AC 部 分 作为 研究 对 象 
时 ，Fh,、Fh, 和 Ft 均 属 外 力 ， 但 取 整 体 为 研究 对 象 时 * FA 、F\, 和 Fe 又 成 为 内 力 ， 可见 
内 力 和 外 力 会 随 着 所 选 研 究 对 象 的 不 同 发 生变 化 。 

综 上 所 述 ， 正 确 地 画 出 物体 的 受 力 图 , 是 分 析 解 决 力学 问题 的 基础 。 画 受 力图 时 必须 
注意 以 下 几 点 。 

(1) 必须 明确 研究 对 象 。 根 据 求解 需要 ， 可 取 单 个 物体 为 研究 对 象 ， 也 可 取 由 几 个 物 
体 组 成 的 系统 为 研究 对 象 ， 不 同 的 研究 对 象 的 受 力图 是 不 同 的 。 

(2) 正确 确定 研究 对 象 受 力 的 数目 。 由 于 力 是 物体 间 相 互 的 机 械 作 用 ， 因此， 对 于 每 
一 个 力 都 应 明确 它 是 哪 二 个 施 力 物体 施加 给 研究 对 象 的 ， 决 不 能 凭空 产生 ， 同 时， 也 不 能 
漏 掉 一 个 力 。 一 般 可 先 画 已 知 的 主动 力 ， 再 画 约束 反 力 ， 凡 是 研究 对 象 与 外 界 接触 的 地 
方 ， 一 般 都 存在 约束 反 力 。 

(3) 正确 画 出 约束 反 力 。 一 个 物体 往往 同时 受到 几 个 约束 的 作用 ， 这 时 应 分 别 根据 每 
个 约束 本 身 的 特性 来 确定 其 约束 反 力 的 方向 ， 而 不 能 凭 主观 腾 测 。 

(4) 当 分 析 两 物体 间 相 互 的 作用 力 时 ， 应 遵循 作用 、 反 作用 关系 。 若 确定 了 作用 力 的 
方向 ， 则 反作用 力 的 方向 应 与 之 相反 。 当 面 整个 系统 的 受 力图 时 ， 由 于 内 力 成 对 出 现 ， 组 
成 平衡 力 系 ， 因 此 不 必 夯 出 ， 只 需 画 出 全 部 外 力 。 






















































1.， 静 力学 研究 作用 于 物体 上 力 系 的 平衡 具体 研究 以 下 3 个 问题 。 

(1) 物体 的 受 力 分 析 ; 

(2) 力 系 的 等 效 替换 ; 

(3) 力 系 的 平衡 条 件 。 

2. 力 是 物体 间 相 互 的 机 械 作 用 ， 这 种 作用 可 使 物体 的 机 械 运动 状态 发 生变 化 或 发 生 
变形 。 力 的 作用 效应 由 力 的 大 小 、 方 向 和 作用 点 决定 ， 称 为 力 的 三 要 素 。 力 是 矢量 。 

3. 静 力 学 公理 是 力学 最 基本 、 最 普通 的 客观 规律 。 
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各 力学 的 基本 枝 人 与 要 力 分 析 





公理 1 
公理 2 


力 的 平行 四 边 形 法 则 。 
二 力 平衡 条 件 。 


以 上 两 个 公理 阑 明 了 作用 在 一 个 物体 上 最 简单 的 力 系 的 合成 规则 及 甚 平衡 条 件 。 


公理 3 
这 个 公 到 
公理 4 
这 个 公 到 
公理 5 
这 个 公 到 


加 减 平衡 力 系 原理 。 

是 研究 力 系 等 效 变换 的 依据 。 

作用 与 反作用 定律 。 

阐明 了 两 个 物体 互相 作用 的 关系 。 

刚 化 原理 。 

阐明 了 变形 体 抽象 成 刚体 模型 的 条 件 ， 并 指出 刚体 平衡 的 必要 和 充分 条 件 只 


是 变形 体 平衡 的 必要 条 件 。 
4. 约束 和 约束 反 力 。 


限制 非 自 


由 体 某 些 位 移 的 周围 物体 称 为 约束 ， 如 绳索 、 圆 柱 铵 链 、 固定 鲍 支 座 、 可 动 铵 


支 座 等 。 约 束 给 非 自由 体 施加 的 力 称 为 约束 反 力 。 约 束 反 力 的 方向 与 该 约束 所 能 阻碍 的 位 移 


方向 相反 。 夯 


i 约束 反 力 时 ， 应 分 别 根据 每 个 约束 本 身 的 特性 来 确定 其 约束 反 力 的 方向 。 


5. 物体 的 受 力 分 析 和 受 力图 是 研究 物体 平衡 和 运动 的 前 提 。 夯 受 力 图 时 ， 首 先 要 明 


确 研究 对 象 ( 


统 受 力 时 ， 要 注意 分 清 内 力 与 外 力 ， 内 力 不 画 、 只 画 外 力 ， 还 





分 析 多 个 物体 组 成 的 系 
: 意 作 用 力 与 反作用 力 之 


即 取 分 离 体 ) 。 物 体 受 的 力 分 为 主动 力 和 约束 反 力 





间 的 相互 关系 。 


思 考 题 


1. 说 明 下 列 式 子 的 意义 和 区 别 。 


(1) P 一 已 (2) P=P. 


(3) 力 Pi 等 效 于 力 已 


2. 二 力 平衡 条 件 与 作用 和 反作用 定律 都 提 到 二 力 等 值 、 反 向 、 共 线 ， 二 者 有 什么 区 别 ? 


. 为 什么 说 二 力 平衡 条 件 、 加 减 平衡 力 系 原理 和 力 的 可 传 性 等 都 只 能 适用 于 刚体 ? 
. 试 区 别 Fk 二 Fi 十 F; 和 Fx 二 Fi 十 Fs 两 个 等 式 代表 的 意义 。 
. 什么 是 二 力 构件 ?分 析 二 力 构 件 受 力 时 与 构件 的 形状 有 无 关系 。 





A 大 nw 


图 二 














. 凡是 两 端 用 铵 链 连 接 的 杆 都 是 二 力 杆 吗 ? 凡 不 记 自 重 的 刚 杆 都 是 二 力 杆 吗 ? 











26 一 图 1. 31 中 各 物体 的 受 力图 是 否 有 错误 ? 如 何 改正 ? 





图 1. 27 
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PN 








1-1 画 出 图 1.32 中 物体 A、ABC 或 构件 AB、BC 的 受 力图 。 未 画 重 力 的 物体 的 重 
量 均 不 计 ， 所 有 接触 处 均 为 光滑 接触 。 

1-2 夯 出 图 1.33 中 每 个 标注 字符 的 物体 的 受 力图 ， 各 子 图 的 整体 受 力图 。 未 
力 的 物体 的 重量 均 不 计 ， 所 有 接触 处 均 为 光滑 接触 。 


























吾 
几 
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珊 j 硬 和 力学 的 基本 概念 与 受 力 分 析 





1.32 








(d) (©) (D 


图 1.33 
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图 1.33( 续 ) 
1-3 试 分 别 画 出 图 1. 34 中 整个 系统 以 及 杆 BD、AD、AB( 带 滑轮 C、 重 物 玉 和 一 
段 绳索) 的 受 力图 。 
1-4 构架 如 图 1.35 所 示 ， 试 分 别 画 出 杆 HED、 杆 BDC 及 杆 AEC 的 受 力图 。 
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第 人间 
平面 汇 交 力 系 


【教学 提示 】 

本 章 将 研究 平面 力 系 中 最 简单 的 一 种 力 系 ， 平面 汇 交 力 系 的 合成 与 平衡 问题 。 研 究 的 
方法 有 几何 法 和 解析 法 。 

【学 习 要 求 】 

通过 本 章 的 学 习 ， 掌握 用 几何 法 和 解析 法 ， 重 点 是 解析 法 ; 尤其 是 利用 平衡 方程 求解 
平面 汇 交 力 系 的 平衡 问题 要 熟练 掌握 。 


| 2. 1 平面 汇 交 力 系 在 工程 中 的 实例 


工程 中 经 常 遇 到 平面 汇 交 力 系 问题 例如 ， 铁 路 大 桥 上 钢 结构 中 的 节点 就 是 在 型 钢 
MN 上 焊接 3 根 角 钢 ， 受 力 情况 如 图 2. 1 所 示 。F,、F, 和 五, 3 个 力 的 作用 线 均 通 过 O 点 ， 
且 在 同一 个 平面 内 。 就 构成 了 一 个 平面 汇 交 力 系 。 又 如 用 吊车 起 吊 重 为 P 的 钢 梁 时 
(图 2.2)， 钢 梁 受 FAr 、.FE 和 耳 3 个 力 的 作用 ， 这 3 个 为 在 同一 平面 内 ， 且 交 于 一 点 ， 也 
是 平面 汇 交 力 系 。 所 以 。 平 面 汇 交 力 系 就 是 各 力 的 作用 线 都 在 同一 平面 内 且 汇 交 于 一 点 的 
力 系 。 











| 2. 2 平面 汇 交 力 系 合成 的 几何 法 











设 刚 体 上 作用 有 平面 汇 交 力 系 F、F: 和 Fs， 各 力 的 作用 线 汇 交 于 O 点 ， 根 据 力 的 可 
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传 性 ， 可 将 各 力 沿 其 作用 线 移 至 汇 交 点 O， 如 图 2. 3(Ca) 所 示 ， 





F 
(a) (b) 


图 2.3 


现 求 其 合力 。 





显然 ， 我 们 只 需 连 续 用 力 的 平行 四 边 形 法 则 或 力 的 三 角形 法 则 就 可 以 求 出 合 
现在 按 力 的 三 角形 法 则 ， 将 这 些 力 依次 相 加 。 为 此 , 先 任 选 一 点 A， 按 一 定 的 比例 
尺 ， 做 矢量 A 平行 且 等 于 力 F， 再 从 B 点 做 矢量 BC 平行 且 等 于 力 F,， 于 是 矢量 AC 即 表 





示 力 Fl 和 Fs 的 合力 Fs。 仿 此 再 从 CC 点 做 矢量 C 市 平行 且 等 于 力 F,， 


示 力 Fk: 和 Fs 的 合力 ， 也 就 是 力 Fl 、F, 和 F; 3 力 的 合力 Fs， 其 大 小 和 方向 可 


出 即 可 [图 2.3(b)]， 而 合力 作用 点 仍 在 汇 交点 9。 





[由 图 


其 实 ， 作 图 时 中 间 矢 量 AC 不 必 夯 出 4 只 要 把 各 力 撩 量 首尾 相 接 ， 夯 出 一 个 开口 
形 ABCD， 最 后 把 第 一 个 力 Fi 的 起 点 4 与 最 后 一 个 力 Fs 的 终点 D 相连 ， 所 得 的 矢 1 


就 代表 该 力 系 合力 Fk 的 大 小 和 方向 ”如 图 2.3(b) 所 示 计 这 个 多 边 形 ABCD 叫 
形 ， 代 表 合力 的 矢量 AD 边 叫 力 多 边 形 的 封闭 边 。 这 种 以 力 多 边 形 求 合力 的 作 图 规则 ， 





做 力 


为 力 多边 形 法 则 。 这 种 方法 称 为 几何 法 。 显 然 , ` 不 论 汇 交 力 的 数目 有 和 多少， 都 可 以 上 


方法 求 其 合力 。 
综 上 所 述 ,~ 可 得 结论 如 下 : 平面 汇 交 力 系 合成 的 结果 

多 边 形 的 封闭 边 来 表示 ， 其 作用 线 通 过 各 力 的 汇 交 点 。 
即 合力 等 于 各 分 力 的 矢量 和 (或 几何 和 )。 可 用 矢量 式 表 








是 一 个 合力 ， 其 大 小 利 


示 为 


Fr =F+F++h,= DOr, 
扣 





于 是 矢量 A 方 ， 即 表 


中 量 


多 边 
志和 广 
多 边 
称 
这 种 





方向 


由 力 


(2-1) 


符号 BD 称 为 连 加 号 ， 表 示 右 端的 量 按 其 下 标 i 由 1 到 逐 项 相 加 ， 通 常 符号 的 上 下 


标 可 以 省 略 。 
用 几何 法 求 合力 时 ， 应 注意 以 下 几 点 。 











(1) 要 选择 恰当 的 长 度 比例 尺 和 力 的 比例 尺 。 按 长 度 比例 尺 画 出 轮廓 图 ， 按 力 的 比例 


尺 画 出 各 力 的 大 小 ， 并 准确 地 画 出 各 力 的 方向 。 这 样 才能 从 图 中 准确 地 表示 出 合力 的 大 小 











和 方向 


合成 的 结果 并 不 会 改变 ， 如 图 2. 3(c) 所 示 。 


(2) 作 力 多 边 形 时 ， 可 任意 变换 力 的 次 序 ， 这样 虽然 得 到 的 力 多 边 形 的 形状 不 同 , 但 


(3) 力 多 边 形 中 各 力 应 首尾 相 接 ， 每 个 力 在 力 多 边 形 中 只 允许 出 现 一 次 ,合力 的 方向 


是 从 第 一 个 力 的 起 点 指向 最 后 一 个 力 的 终点 。 


第 2 章平 面 汇 交 力 系 


| 2. 3 平面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 条 件 


由 前 面 知 道 , 平面 汇 交 力 系 合成 的 结果 是 一 个 合力 。 如 果 物 体 处 于 平衡 ， 则 合力 Fr 
应 等 于 零 ; 反之 ， 如 果 合力 Fk 等 于 零 ， 则 物体 必然 处 于 平衡 。 所 以 物体 在 平面 汇 交 力 系 
作用 下 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 合力 Fr 等 于 零 。 用 矢量 式 表 示 为 
Fr= YF=0 (2-2) 
在 几何 法 中 ,平面 汇 交 力 系 的 合力 Fe 是 由 力 多 边 形 的 封闭 边 来 表示 的 。 当 合力 Fs 
等 于 零 时 ， 力 多 边 形 的 封闭 边 成 为 一 个 点 ， 即 力 多 边 形 中 第 一 个 力 的 起 点 与 最 后 一 个 力 的 
终点 重合 ， 构 成 了 一 个 自行 封闭 的 力 多 边 形 ， 如 图 2.4(b) 所 示 。 所 以 平面 汇 交 力 系 平衡 
的 几何 条 件 是 : je 自行 封闭 。 

利用 力 多 边 形 自行 封闭 这 个 几何 条 件 ， 可 以 求解 未 知 的 约束 反 力 ， 现 举例 说 明 。 

例 2.1 图 2.5(a) 中 钢 梁 的 自重 P=6kN，0 王 30"， 试 求 平衡 时 钢丝 绳 的 约束 反 力 。 























万 
F 
Far Fer 
=0.1kN/mm 
AL. 74 Pp 
; 
n 
F, ; Pp 
(a) (a) (b) 
图 2.4 图 2.5 


解 : (1) 根据 题 意 ， 选 钢 梁 为 研究 对 象 。 

(2) 画 受 力图 。 

钢 梁 受 重力 P 和 钢丝 绳 的 约束 反 力 Far 和 Fir 作 用 ，3 力 汇 交 与 D 点 ， 这 是 一 个 平面 
汇 交 力 系 ， 受 力图 如 图 2. 5(a) 所 示 。 

(3) 用 几何 法 求 约束 反 力 。 

因为 钢 梁 在 主动 力 书 与 约束 反 力 下 sr 和 Far 的 共同 作用 下 处 于 平衡 ， 且 3 力 组 成 了 一 
个 平面 汇 交 力 系 。 所 以 这 3 个 力 做 出 的 力 多 边 形 必然 封闭 于是， 首先 选择 力 比例 尺 jy， 
本 题 选 Imm 长 度 代表 0. 1kN， 其 次 ， 任 选 一 点 ec， 作 矢 量 ce 六 ， 平行 且 等 于 重力 已 ， 再 从 
和 了 两 点 分 别 作 两 条 直线 ,与 图 2.5(a) 中 的 Fst 和 Fst 相 平行 ， 两 线 交 于 有 点， 于 是 得 到 
封闭 的 力 三 角形 efh。 根 据 力 多边 形 法 则 ， 按 各 力 首尾 相 接 的 次 序 ， 标 出 fh 和 he 的 指向 ， 
则 矢量 芒 代 表 力 Fsr， 矢 量 玉 代表 力 Far [图 2.5(b)]。 

按 比 例 尺 量 得 成 和 这 的 长 度 为 : fh 二 34. 5mm he 二 34. 5mm 
即 















































Fit=34. 5mmX0.1kN/mm=3. 45kN 
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Far 一 34. 5mmX0.1kN/mm=3. 45kN 

(4) 分 析 。 

从 力 三 角形 可 以 看 到 ， 在 重力 P 不 变 的 情况 下 ， 角 9 越 大 ,钢丝绳 所 受 的 拉力 也 随 之 
增 大 。 因 此 ， 起吊 重 物 时 应 尽量 将 钢丝 强 放 长 一 些 , 使 夹 角 20 较 小 些 ， 这样 钢 丝 绳 才 不 
易 被 拉 断 。 

例 2.2 简易 绞车 如 图 2.6(a) 所 示 ，A、B 和 C 为 铵 链 连 接 ， 钢 丝 绳 绕 过 滑轮 A 将 
P= 二 20kN 的 重 物 吊 起 ,不 记 摩 擦 及 杆 件 AB、AC 的 质量 , 试 求 两 杆 AB、AC 所 受 的 力 。 





和 
Ar=IkNimm 


加 (b) (9 
2.6 


解 : (1) 选 滑轮 么 为 研究 对 象 [图 2.-6CBb) 

(2) 夯 受 力图 。 

重 物 通过 钢丝 绳 给 滑轮 一 个 向 下 的 力 Fr; 绞车 D 通过 钢丝 绳 给 滑轮 一 个 向 左下 方 的 
力 Fr 。 因 为 不 计 摩 擦 ， 所 以 ，F+ 三 Fn 三 P= 二 20kKN， 又 因为 杆 AB 是 二 力 杆 ， 所 以 力 Fns 
的 方向 沿 杆 AB 的 轴线 。 同 理 , 杆 AC 也 是 如 此 。 它 给 滑轮 的 约束 反 力 也 是 沿 着 AC 杆 的 
轴线 方向 ， 用 Fe 表示， 至 于 指向 假设 如 图 2.6(b) 所 示 ， 这 4 个 力 组 成 了 一 个 平面 汇 交 
力 系 。 

(3) 用 几何 法 作 力 多 边 形 ， 求 未 知 量 。 

选 力 比例 尺 jy 二 1kKN/mm， 其 次 ， 任 选 一 点 a， 作 凶 二 Fr 达 二 Fn ， 再 从 wa 和 c 分 别 
作 直 线 平行 于 力 Fre 和 Faw， 相交 于 4d， 于 是 得 到 封闭 的 力 多边 形 abcd。 根 据 力 多 边 形 法 
则 ， 按 各 力 首尾 相 接 的 次 序 ， 标 出 cd 和 da 的 指向 ， 则 矢量 昼 和 a& 分 别 代表 力 Fs 和 Fae。 
按 比例 尺 量 得 : 








Fis=cd=9.3kN Fac=da=35.9kN 

杆 AB 和 AC 所 受 的 力 分 别 与 力 Faws 和 Fac 等 值 反 向 [因为 (b) 图 所 夯 之 力 是 杆 给 轮 的 
力 ， 所 以 轮 给 杆 的 力 应 与 之 相反 ]。 可 见 杆 AB 受 拉力 ， 杆 AC 受 压力 。 

例 2.3 钢 架 如 图 2.7(a) 所 示 , 在 B 点 受 一 水 平 力作 用 , 设 F 一 20kN， 钢 架 的 质量 略 
去 不 计 , 求 A、DD 处 的 约 东 反 力 。 

















和 平面 汇 交 力 系 





HF0.5kN/mm 


a pb 


图 2.7 


解 : (1) 选 钢 架 为 研究 对 象 [图 2.7(a)]， 选 择 长 度 比 例 尺 jy 二 0.2m/mm， 夯 出 钢 架 
的 轮廓 图 形 。 

(2) 画 受 力图 。 

钢 架 受 水 平 主动 力 焉 作用 ， 刀 点 为 可 动 按 支 座 ， 故 约束 反 力 Fo 通过 销 钉 中 心 D， 垂 
直 于 支承 面 ， 方 向 假设 朝 上 。A 点 为 固定 铵 支 座 ， 约 束 反 力 的 方位 本 来 待定 。 但 由 于 钢 架 
在 3 个 力作 用 下 处 于 平衡 ,而 力 下 与 Fo 交 于 C， 所 以 力 亚 1 沿 AC 连 线 的 方向 。 指 向 可 假 
设 ， 受 力图 如 图 2.7(b) 所 示 。 

(3) 用 几何 法 作 力 多 边 形 ， 求 未 知 量 。 

选择 力 比例 尺 jx 二 0.5kKN/mm， 作 封闭 的 力 三 角形 。 如 图 2. 7(c) 所 示 。 量 得 

Fs=22. AkN, Fo=10kN 

两 反 力 的 指向 由 力 三 角形 闭合 的 条 件 而 确定 。 可 见 图 中 假设 正确 。 或 根据 三 角 关系 

计算 
有 一 一 一 一 22. 4kN， Fo 一 FAsina 一 10kN 





(4) 分 析 讨论 。 

本 例 与 1、2 例 不 同 ， 它 充分 体现 了 选择 长 度 比例 尺 y, 与 力 的 比例 尺 y, 同等 重要 ， 
如 果 长 度 比例 尺 选 的 不 好 ,不 能 准确 的 画 出 钢 架 的 轮廓 图 形 ， 也 就 无 法 确定 Fs 的 方位 。 

通过 以 上 例题 ， 可 以 看 出 ， 几 何 法 解 题 具有 直观 、 简 便 、 一 目 了 然 的 优点 。 





| 2. 4 平面 汇 交 力 系 合成 的 解析 法 











求解 平面 汇 交 力 系 问题 ， 除 了 用 前 面 所 述 的 几何 法 以 外 ,最 常用 的 还 是 解析 法 ,解析 
法 是 以 力 在 坐标 轴 上 的 投影 为 基础 的 ， 为 此 ， 先 介绍 力 在 坐标 轴 上 的 投影 。 

1. 力 在 坐标 轴 上 的 投影 

设 力 正在 Ory 平面 内 (图 2.8)。 从 力 下 的 起 点 A 和 终点 B 分 别 向 Or 轴 作 垂 线 Aa 和 
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Bb， 两 垂 线 在 Oz 轴 上 截 得 的 线段 ob 称 为 力 下 在 工 轴 上 的 
投影 ， 同 理 ， 线 段 a'b' 称 为 力 在 > 轴 上 的 投影 。 通 常用 下， 
表示 力 在 zz 轴 上 的 投影 用 F, 表示 力 在 > 轴 上 的 投影 。 

如 果 知道 了 力 F 与 x 轴 和 y 轴 的 正 向 间 的 夹 角 a 和 有 ， 
由 图 2. 8 可 知 




















F,=Feosa 
endl 
力 在 坐标 轴 上 的 投影 是 代数 量 。 
反之 ,如 已 知 力 下 在 zx 轴 和 > 轴 上 的 投影 下 和 下 ,， 
由 几何 关系 可 求 出 力 下 的 大 小 和 方向 余弦 为 
f= 
cosa=F,/F, pp 
为 了 便于 计算 ,通常 采用 力 与 坐标 轴 所 夹 的 锐角 计算 余弦 ， 并且 规 定 ， 当 力 的 投 
影 ， 从 始 端 a 到 末端 2 的 指向 与 坐标 轴 的 正 向 一 致 时 7 投影 值 为 正 ， 反 之 为 负 。( 注 意 
图 2.8 中 的 F, 与 线段 ab 之 间 的 关系 ) 
2. 合力 投影 定理 


图 2. 9 为 由 平面 汇 交 力 系 Fl 、F。s 所 组 成 的 力 多 边 形 ABCD，A 方 是 封闭 边 ， 即 合 
力 Fs。 任 选 坐标 系 Ory， 将 合力 玉 忆 和 各 分 力 Fi、 
F,、F; 分别 向 工 轴 上 投影 ， 得 

Fr Ead 
Fi,=ab, F,/Sbew 下 一 一 cd 

由 图 2. 9 可 见 aa 三 十 pc 一 cd 
故 得 ， Pr ETF + F,, 
同 理 可 得 开放 一 Fu 十 Fa 十 Fw 

若 将 上 述 合力 投影 与 各 分 力 投影 的 关系 式 推广 
到 个 力 组 成 的 平面 汇 交 力 系 中 ， 可 得 到 


(2-3) 





(2 一 4) 


























Fw 一 Fu 十 Fx 十 … 十 Fu 一 忆 F。 
(2-5) 
Fw 一 Fu 十 Fs 十 … 十 Fw 一 卫 F， 
合力 在 任意 轴 上 的 投影 ， 等 于 各 分 力 在 同一 轴 二 
上 投影 的 代数 和 ， 这 种 关系 称 为 合力 投影 定理 。 
3. 合成 的 解析 法 
算出 合力 的 投影 Ft, 和 Fs, 后 ， 就 可 按 (2 一 4) 求 出 合力 Fs 的 大 小 和 方向 余弦 为 
Fa= VF 十 Fe 一 VDF,) +(TF,) 6 


cosa= PF,/Fr, cosB= >F,/FRr 
式 中 : a 和 8 分别 表 示 合 力 Fr 与 x 轴 和 y 轴 正 向 间 的 夹 角 。 
运用 式 (2 -6) 计 算 合力 Fk 的 大 小 和 方向 ， 这 种 方法 称 为 平面 汇 交 力 系 合成 的 解析 法 。 
例 2.4 如 图 2.10 所 示 ， 作 用 在 吊环 上 的 4 个 力 Fl、F;、F; 和 构成 了 平面 汇 交 
力 系 , 已 知 各 力 的 大 小 和 方向 为 已 一 360N，w 一 60"; F, 二 550N, @s=0°; F; 二 380N, 
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村 2 羡 平面 汇 交 力 系 


qs 二 30"; 下 ,二 300N， a 二 70"。 试 用 解析 法 求 合 力 的 大 小 和 方向 。 











图 2.10 


解 : (1) 选取 坐标 系 Oty， 如 图 2. 10 所 示 。 
(2) 将 各 个 力 分 别 向 坐标 轴 投影 如 下 
在 工 轴 上 : Fl,==Ficosa F,,= Ficosa; 、F, "r= Fcosas 
在 y 轴 上 : Fi,= 二 Fisina Fs=F2sings F;,=—F;sinags F,,=—F,sina, 
由 式 (2 -5) 得 
Fr = EF,=F, FR t+F,.+F,, 
Fi cos602 十 Escos0" 十 Ficos30" 十 Ficos70” 
一 306NX0. 5 十 550NX1 十 380N 兴 0“866 十 300NX0. 342 王 1162N 





一 Fascosas 








同 理 
Fry= PTF,=F,+F,,+F;,+F,, 
=Fsina 十 F,sina;—F;sinas—F,sina=—160N 
(3) 根据 式 (2- 6) 可 得 


Fr= VF +F, =1173N 


_1162_ 
cosa 一 1173 0. 9906 
0 ’ 
cosB— 173 0. 1364 
a 一 一 7"48” 


合力 Fk 指向 ， 如 图 2. 10 所 示 。 


| 2. 5 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 及 其 应 用 





从 前 面 知 道 , 平面 汇 交 力 系 的 平衡 条 件 是 合力 Fs 为 零 ， 由 式 (2 一 6) 则 有 








工程 力学 
-4 
Fre= V(DF,)+(YF,) =0 
所 以 且 只 需 
SF,=0 
D0 (2-7) 


即 平面 汇 交 力 系 平衡 的 解析 条 件 是 力 系 中 所 有 的 力 在 x 轴 和 yy 轴 上 投影 的 代数 和 分 别 
等 于 零 。 式 (2 -7) 称 为 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 ， 运 用 这 两 个 方程 ， 可 以 求解 两 个 未 知 
量 。 用 解析 法 求解 平 衔 问题 时 ， 未 知 力 的 指向 可 先 假设 ， 如 果 计 算 结果 为 正 值 ， 就 表示 所 
假设 力 的 指向 与 实际 指向 相同 ， 如 果 为 负 值 ， 则 表示 所 假设 力 的 指向 与 实际 指向 相反 。 

例 2.5 用 解析 法 求解 例 2. 3 。 

解 : (1) 选 刚 架 为 研究 对 象 。 

(2) 画 受 力图 。 

约束 反 力 的 指向 假设 如 图 2. 11 所 示 。 

(3) 选 坐 标 系 如 图 所 示 、 列 平衡 方程 如 下 
































a 8 
DF F+FA 一 一 (a) 
0 "3 后 0 a 
图 2.11 5/=0, Rot- 千 -0 Cb) 
(4) 求 未 知 量 。 
由 式 (a) 得 
太一 一直 FP 一 一 22.MkN 
Fr 得 负 值 ， 表 示 图 中 假设 的 方向 与 实际 指向 相反 
由 式 (b) 得 
PF 
将 Fs 连同 “一 ”号 一 起 代入 得 
Fo= 王 =10kN 


例 2.6 简易 榨 油 机 如 图 2. 12(a) 所 示 ， 气 缸 中 的 活塞 给 销 钉 A 的 水 平 推力 为 下 ，A、 
B、C 3 点 为 铵 链 连接 ， 托 板 与 连 杆 的 自重 不 计 ， 机 构 平 衡 。 试 求 当 连 杆 AB、AC 与 铅 垂 
线 成 a 角 时 ， 托 板 给 被 压 物 体 的 力 。 
解 : 这 是 一 个 构件 系统 的 平衡 问题 ， 如 果 直 接 取 托 板 或 被 压 物体 为 研究 对 象 ， 因 它们 
上 面 没有 已 知 力 ， 应 该 从 有 已 知 力 的 地 方 开始 算 起 ， 所 以 ， 应 选取 销 钉 A 为 研究 对 象 ， 算 
出 连 杆 所 受 的 力 ， 再 取 托 板 为 研究 对 象 ， 求 出 托 板 给 被 压 物体 的 力 。 
(1) 选 销 钉 A 为 研究 对 象 ， 其 受 力图 如 图 2. 12(b) 所 示 。 活塞 给 销 钉 A 的 力 下 水平 向 
左 ， 连 杆 AB、AC 均 为 二 力 杆 , 所 以 ，FAs 和 Frc 分 别 沿 它们 的 轴线 ,指向 先 假设 如 图 
所 示 。 
取 坐标 系 如 图 所 示 ， 列 平衡 方程 
SF,=0; FAssina 十 FAcsina 一 下 一 0 (a) 
SF,=0; FAacosa 十 FaAccosa 一 0 (b) 




















四 








由 式 (b) 得 


Fas= Fac 


代入 式 (a) 得 
ES 
2sina 
由 于 a 二 90"， 所 以 Fww、Fnc 为 正 值 ,表示 图 中 的 假设 指向 与 实际 指向 相同 。 连 杆 
AB、AC 所 受 的 力 分 别 与 力 FMy 和 -FX 等 值 反 向 ， 可 见 两 个 连 杆 都 受 压力 ， 如 图 2. 12(b) 
所 示 。 
(2) 再 选 托 板 为 研究 对 象 ， 其 受 力图 如 图 私 12(e) 所 示 。 被 压 物 体 给 托 板 的 力 Fw: 铅 直 
向 下 ， 连 杆 AB 给 托 板 的 力 Ft 是 力 Fs 的 反作用 力 ， 立 柱 给 托 板 的 反 力 FN 水 平 向 右 。 取 
坐标 系 如 图 所 示 ， 列 平衡 方程 。 这 里 只 需 列 沿 > 轴 方向 的 平衡 方程 即 可 
EF,=0; Fpcosa—Fy:=0 (d) 


Far 二 FA 一 (c) 








由 式 (d) 得 
FN 一 Fhcosa (e) 
因 Fas 王 Fas， 把 式 (c) 代 入 式 (e) ， 则 


F 
Fx:= * cosa= Fcota 


托 板 给 被 压 物体 的 力 应 与 Fx 等 值 反 向 。 
设 a==5", 活塞 的 水 平 推力 ==1kN ,代入 上 式 可 得 


Fy = 了 cote= 5.72kN 





本 章 主要 内 容 是 运用 几何 法 和 解析 法 研究 平面 汇 交 力 系 的 合成 与 平衡 问题 。 重 点 是 解 
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1. 平面 汇 交 力 系 只 能 合成 一 个 合力 Fs， 合力 等 于 所 有 分 力 的 矢量 和 ， 即 Fs 二 >F， 

(1) 在 几何 法 中 ， 力 多 边 形 的 封闭 边 表示 合力 Fr 的 大 小 和 方向 。 

(2) 在 解析 法 中 ， 合 力 本 的 大 小 和 方向 按 式 (2-6) 计 算 。 

2. 平面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 与 充分 条 件 是 合力 Fs 等 于 零 。 

(1) 在 几何 法 中 ， 表 现 为 力 的 多 边 形 自 行 封闭 。 

(2) 在 解析 法 中 ， 力 系 中 所 有 的 力 在 任意 两 个 相互 垂直 坐标 轴 上 投影 的 代数 和 分 别 等 
于 零 即 

















ZF,=0; YF,=0 
两 个 独立 的 平衡 方程 ， 可 求 出 两 个 未 知 量 。 




















思 考 题 


. 试 指出 图 2. 13 所 示 各 力 多 边 形 中 ， 哪 个 是 自行 封闭 的 ? 哪个 不 是 自行 封闭 的 ? 如 
ty 哪个 力 是 合力 ? 哪些 力 是 分 力 ? 
2. Fl 、F,、F; 及 F, 是 作用 在 刚体 上 的 平面 汇 交 力 系 ， 其 力 拓 之 间 有 如 图 2. 14 所 示 
的 关系 ， 合 力 为 Fk。 以 下 情况 中 哪 几 种 是 错误 的 ? 


A I 
.== BD; Fr==2% 
及 F, 
F, F RF Fi F 这 
Fs 
Fs 后 Fi hm A 
后 Fh 
全 (b) (9 (d) F 
2: 13 2. 14 

















hy 47 Ay 
nh > Fs a 
a 03 Qs 
a 二 浊 到 二 
加 中 (9 
hy hy Ay 
Fs a 
0 
2 入 2 入 0 外 
(d) (©) (D 
图 2.15 


第 2 前 平面 汇 交 力 系 





4. 试 分 别 计算 图 2.16 中 力 正 在 工 、y 方向 或 z、y 方向 上 的 分 力 和 投影 ， 并 对 比 其 区 
别 。 





“= 
S 
9 
S 
= 


分 解 投影 
(b) 





图 2.16 
5， 如 果 力 Fi 与 F; 在 xz 轴 上 投影 相等 那么， 这 两 个 力 是 否 一 定 相 同 ? 为什么? 
6.“ 作 用 在 刚体 上 同一 平面 内 某 一 点 的 3 个 力 ， 必 使 刚体 平衡 ”混和 否 正 确 ? 
7. 平面 汇 交 力 系 具有 几 个 独立 平衡 方程 ? 








习 题 


2-1 锦 接 钢板 在 孔 A、B 和 C 处 受 三 个 力作 用 ， 如 图 2. 17 所 示 。 已 知 F 二 100N， 
沿 铅 垂 方向 ; F, 二 50N， 沿 AB 方向 ;FF 二 50N， 沿 水 平方 向 。 求 此 力 系 的 合力 。 

2-2 术 架 的 连接 点 如 图 18 所 示 ， 如 沿 OA、OB 和 OC 方向 之 力 分 别 为 Fi==F,== 
1. 414kN，F, 二 1kN。 试 求 钢板 ynpgrs 传 给 杆 MN 的 力 。 





图 2.17 图 2.18 


2 一 3 支架 如 图 2.19 所 示 ， 由 杆 AB 与 AC 组 成 , A、B 与 C 均 为 铵 链 ， 在 销 钉 A 上 
悬挂 重量 为 W 的 重 物 。 试 求 图 示 4 种 情况 下 ， 杆 AB 与 杆 AC 所 受 的 力 。 

2-4 图 2.20 所 示 梁 在 A 端 为 固定 铵 支 座 ，B 端 为 可 动 铵 支 座 ，F 一 20kN。 试 求 图 
示 两 种 情形 下 A 和 B 处 的 约束 反 力 。 


2-5 图 2.21 所 示 电 动机 重 P 二 5kN，, 放 在 水 平 梁 AC 的 中 间 ，A 和 B 为 固定 铵 链 ， 

















图 2. 19 








图 2.20 
C 为 中 间 铵 链 。 试 求 A 点 反 力 及 杆 BC 所 受 的 力 。 
2-6 图 示 2. 22 圆柱 体重 已 ,在 其 中 心 系 着 两 绳 AB 和 AC， 并 分 别 经 过 滑轮 B 和 


C， 两 端 分 别 挂 重 为 P! 和 P; 的 物体 ， 设 P, 二 Pi。 试 求 平衡 时 绳 AC 和 水 平 线 所 构成 的 角 
a 及 DD 处 约束 反 力 3; 








图 2.21 


图 2.22 





2-7 2. 23 所 示 三 铵 拱 架 由 AC 和 BC 两 部 分 组 成 ， A、B 均 为 固定 匀 链 ，C 为 中 
间 贸 。 试 求 贸 链 A、B 的 约束 反 力 。 

2-8 图 2.24 所 示 起 重 机 BAC，A 为 滑轮 , B 与 C 均 为 匀 链 ， 吊 起 重 物 P=20kN， 
几何 尺寸 如 图 2. 24 所 示 。 试 求 杆 AB 和 AC 所 受 的 力 。 

2-9 图 2.25 所 示 一 拔 桩 装置 。 在 木 桩 的 A 点 上 系 一 强 ， 将 绳 的 另 一 端 固定 在 C 点 ， 


又 在 绳 的 互 点 系 另 一 绳 ， 此 绳 的 另 一 端 固定 在 正点 。 然 后 在 绳 的 万 点 挂 一 重 物 重 已 = 


























30 


带子 面 江 交 力 系 





图 2.23 


300N， 此 时 BD 段 水 平 ，AB 段 铅 直 , 已 知 a=0. 1rad( 当 a 很 
小 时 tanas*a) 。 试 求 AB 绳 作用 于 桩 上 的 力 Fr。 

2-10 图 2.26 示 液压 式 夹 紧 机 构 ，D 为 固定 匀 ,-B、C、 
为 中 间 匀 。 已 知 力 下 及 几何 尺寸 试 求 平衡 时 工件 及 所 受 
的 压 紧 力 。 

2-11 气动 夹具 简 图 如 图 2.27 所 示 > 汽 包 同 定 在 机 架 
上 , 已 知 活塞 受到 向 下 的 总 压力 F==7,5kN, ` 四 杆 AB、BC、 
AD、DE 均 为 贸 链 连接 ，B、D 为 两 个 滚轮 。 不 计 杆 和 轮 的 
质量 及 摩擦 ,a 二 150"，B 二 101, 机 构 平 衡 。 试 求 工件 所 承受 
的 压力 。 











图 2.26 
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第 是 总 
平面 力 偶 系 


【教学 提示 】 

本 章 主要 研究 力矩 和 力 偶 的 概念 、 力 偶 的 性 质 、 平 面 力 偶 系 的 合成 与 平衡 。 

【学 习 要 求 】 

通过 本 章 的 学 习 ， 记 住 力矩 和 力 偶 的 概念 及 性 质 。 重 点 是 平面 力 偶 系 的 合成 与 平衡 问 
题 。 掌 握 利用 平衡 方程 求解 平面 力 偶 系 的 平衡 问题 。 


| 3. 1 为 对 点 之 矩 一 一 力矩 


实际 告诉 我 们 : 用 扳手 转动 螺母 时 (图 3. 了), 作用 在 扳手 上 的 力 有 使 扳手 绕 O 点 转 
动 的 效应 的 大 小 ， 不 仅 取 决 于 力 下 的 大 小 、 还 取决 于 力 下 的 作用 线 到 O 点 的 垂直 距离 h。 
因此 ， 在 力学 上 用 乘积 下 ，h 作为 度量 为 F 使 物体 绕 O 点 转动 效应 的 物理 量 。 这 个 量 称 为 
为 F 对 O 点 之 矩 ， 简 称 力矩 。 以 符号 Mo(F) 表 示 ， 即 
Ms(F)=+tFh (3-1) 
O 点 称 为 矩 心 gx CO 点 到 力 正 作用 线 的 垂直 距离 六 ， 称 为 
力 辟 。 通 常规 定 : 力 使 物体 绕 矩 心 作 逆 时 针 方向 转动 
时 ， 方 矩 取 正 号 ; 作 顺 时 针 方向 转动 时 ， 取 负 号 ， 根 
据 以 上 情况 ， 平 面 内 力 对 点 之 矩 ， 只 取决 于 力矩 的 大 
小 及 转向 ， 因 此 平面 内 力 对 点 之 矩 是 一 个 代数 量 。 
此 外 ,由 图 3. 1 知 ， 力 下 对 O 点 之 矩 的 大 小 还 可 
用 三 角形 OAB 面积 的 2 倍 来 表示 ， 即 
Mo (下 ) 王 十 2AAms (3-2) 











力矩 的 单位 是 N，m 或 kN。m。 

综 上 所 述 可 知 

(1) 力矩 是 用 来 度量 物体 转动 效应 的 ， 它 不 仅 取决 于 力 的 大 小 ， 同 时 还 与 矩 心 的 位 置 
有 关 。 

(2) 力 正 对 任 一 点 之 矩 ， 不 会 因 该 力 沿 其 作用 线 移动 而 改变 ， 因 为 此 时 力 和 力 臂 的 大 
小 均 未 改变 。 

(3) 力 的 作用 线 通过 和 矩 心 时 ， 力 矩 等 于 零 。 

(4) 互 成 平衡 的 两 个 力 对 同一 点 之 矩 的 代数 和 等 于 零 。 

例 3.1 图 3.1 中 扳手 所 受 的 力 =200kN, /1==0.4m, a 二 120", 试 求 力 对 O 点 
之 矩 。 

解 : 根据 式 (3-1)， 有 
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村 3 芯 ”平面 力 偶 系 


Mo (F)=F * h=Flsing=200X10;NX0. 4mX0. 866=69.2N. m 
正 号 表示 扳手 绕 O 点 作 逆 时 针 方向 转动 。 
例 3.2 图 3.2(a) 中 两 齿轮 路 合 传动 ,已 知 大 齿轮 的 节 圆 半 径 为 六、 直径 为 D,， 小 
齿轮 作用 在 大 齿轮 上 的 压力 为 正 ， 如 图 3.2(b) 所 示 ， 压力 角 为 a, 。 试 求 力 正 对 大 齿轮 转 
动 中 心 0; 点 之 矩 。 



































(a) (b) 
人 


解 : 根据 式 (3-1),， 有 
Mo, (下 ) 一 一 EN 
从 图 3. 2(b) 的 几何 关系 得 
由 一 产 GGSa ia 
Sa 三 -7 cosan 
代入 上 式 ,， 故 ， 
Mo (BR 三 一 下 5 坚 cos， 
负 号 表示 力 使 大 齿轮 绕 O: 点 作 顺 时 针 方向 转动 。( 上 式 还 有 其 他 层面 含义 ， 请 同学 
们 思考 ) 


| 3. 2 力 偶 与 力 偶 矩 


在 日 常生 活 中 ,经常 看 到 物体 同时 受到 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 线 互相 平行 的 两 个 
力 的 作用 。 例 如 ， 拧 水 龙头 时 人 手 作用 在 开关 上 的 两 个 力 F 和 FF'( 图 3.3)， 用 钥匙 开锁 等 
等 也 是 如 此 。 在 力学 上 我 们 把 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 线 互相 平行 的 两 个 力 叫做 力 偶 ， 
并 记 为 (F，F') 力 偶 中 两 力 所 在 的 平面 叫 力 偶 作用 面 ， 两 力作 用 线 间 的 垂直 距离 叫 力 偶 辟 ， 
以 a 表示 (图 3.4)。 

物体 受 力 偶 作 用 的 实例 还 很 多 ， 如 用 丝锥 攻 丝 时 、 汽 车 司机 、 旋 转 方向 盘 时 ， 他 们 加 
在 丝锥 上 的 力 和 方向 盘 上 的 力 实际 上 都 是 力 偶 ， 如 图 3. 5 所 示 。 
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图 3:5 


力 偶 对 物体 的 作用 效应 是 怎样 的 呢 ? 由 于 力 偶 中 的 两 个 力 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 
线 平行 ， 所 以 它们 在 任何 坐标 轴 上 投影 之 和 等 于 零 (图 3. 5。 

力 偶 没有 合力 ， 也 不 能 用 一 个 力 来 代替 。 既 然 没 有 合力 ， 它 就 不 会 对 物体 产生 移动 效 
应 。 但 力 偶 本 身 又 不 能 平 衔 ， 因 不 符合 二 力 平 衡 公理 ， 所 以 力 偶 只 能 使 物体 产生 转动 效 
应 。 如 何 来 度量 力 偶 对 物体 的 转动 效应 呢 ? 显然 可 用 力 偶 中 两 个 力 对 夭 心 的 力矩 之 和 来 度 
量 ， 如 图 3.7 所 示 ， 








图 3.7 


在 力 偶 平 面 内 任 取 一 点 O 为 矩 心 ， 设 O 点 与 力 F 作用 线 的 距离 为 x， 则 力 偶 的 两 个 力 
对 O 点 之 矩 的 和 为 
Mo(F) 十 Mo (FE ) Fzx+F'(x+d)=—Fzx+F'x+F'd=F'd=Fd 
由 此 可 见 ， 力 偶 对 任 一 点 O 的 力矩 只 与 力 F 和 力 偶 辟 4 的 大 小 有 关 ， 而 与 矩 心 的 位 
置 无 关 。 即 力 偶 对 物体 的 转动 效应 只 取决 于 力 偶 中 力 的 大 小 和 二 力 之 间 的 垂直 上 距离。 
此 ， 在 力学 上 以 乘积 下 。 vd 作为 量度 力 偶 对 物体 的 转动 效应 的 物理 量 ， 这 个 量 称 为 力 偶 
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隐居 平 而 力 偶 系 





和 矩 ， 以 符号 M 表示 ， 即 
M 一 士 Fd (3 一 3) 
上 式 中 的 正 负 号 表示 力 偶 的 转动 方向 ， 即 逆 时 针 方 向 转动 时 为 正 ， 顺 时 针 方向 转动 时 
为 负 (图 3. 8) 。 由 此 可 见 ， 在 平面 问题 中 ， 力 偶 矩 可 用 代数 量 表示 。 




















F F' 
a = /A /~ 入 A 
M=Fd Wee 
F 
全 (b) 
3.8 


从 图 3.4 看 出 : 力 偶 矩 也 可 用 三 角形 面积 的 2 倍 来 表示 ， 即 
M= 王 土 2AAAnc (3 一 4) 
与 力矩 一 样 ， 力 偶 矩 的 单位 是 N，m 或 kN。m。 

综 上 所 述 可 知 ， 力 偶 对 物体 的 作用 效应 ， 取 决 玫 下 列 3 个 因素 : 四 力 偶 矩 的 大 小 ; 
加 力 偶 的 转向 ; 国力 偶 的 作用 面 。 以 上 称 为 力 偶 的 三 要 素 。 


| 3. 3 力 偶 的 等 效 性 


力 偶 和 力 一 样 ， 是 两 个 最 基本 的 力学 元 素 。 力 偶 没 有 合力 ， 本 身 又 不 能 平衡 。 即 力 偶 
不 能 与 一 个 力 等 效 ， 只 能 与 另 一 个 力 偶 等 效 。 而 力 偶 对 物体 的 转动 效应 又 完全 取决 于 力 偶 
矩 ， 且 与 矩 心 的 位 置 无 关 ， 所 以 ,在 同一 平面 内 的 两 个 力 偶 ， 只 要 它们 的 力 偶 矩 大 小 相 
等 、 转 向 相同 ， 则 两 力 偶 必 等 效 ， 这 就 是 平面 力 偶 的 等 效 性 。 

上 述 结论 、 可 直接 由 经 验证 实 。 如 图 3.9(a) 中 作用 在 方向 盘 上 的 力 偶 (F,，F') 或 
CF,，F;)， 虽然 它们 的 作用 位 置 不 同 ， 但 如 果 它 们 的 力 偶 矩 大 小 相等 、 转 向 相同 ， 则 对 方 
向 盘 的 转动 效应 就 相同 。 








Fh 
RF, 
a Fi 
人) (b) 
40N 
oO 60N, M=2.4N:m 
Wy 
号 40mm = NU 
40N 
60N 
(© 
图 3.9 
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> 4 

又 如 作用 在 丝锥 扳手 上 的 力 偶 (F,，F') 或 (FF;) [图 3.9(b)], 虽然 Fi 六 Fs, dd， 
天 心 ， 但 如 果 两 个 力 偶 矩 相等 ， 即 Fi* di 二 F。*d;， 则 它们 对 丝锥 的 转动 效应 就 相同 。 

力 偶 的 等 效 性 可 形象 地 表示 为 图 3. 9(c) 所 示 。 

综 上 所 述 ， 可 以 得 出 下 列 两 个 重要 推论 。 

(1) 力 偶 可 以 在 作用 面 内 任意 转移 ， 而 不 影响 它 对 物体 的 作用 效应 。 

(2) 在 保持 力 偶 矩 的 大 小 和 转向 不 变 的 条 件 下 ， 可 任意 改变 力 和 力 偶 臂 的 大 小 ， 而 不 
影响 它 对 物体 的 作用 效应 。 

应 当 指 出 ， 以 上 的 结论 ， 不 适用 于 变形 效应 的 研究 。 例如， 图 3. 10(a) 中 的 力 偶 (F,， 
)， 如 变换 成 为 力 偶 和 矩 相等 的 力 偶 (F,，Fs) [图 3.10(b)]， 尽管 对 梁 的 平衡 没有 影响 ， 
但 对 梁 的 变形 效应 却 不 一 样 。 


























(a) (b) 


图 3:10 


| 3. 4 平面 力 偶 系 的 合成 与 平衡 


设 在 同一 平面 内 有 两 个 力 偶 (Fl，F') 和 CF; F,)， 它们 的 力 偶 臂 各 为 di 和 d， 
(图 3. 11(a) ) ， 其 方 偶 矩 分 别 为 M 和 Ms 求 其 合成 结果 。 





图 3.11 
在 力 偶 的 作用 面 内 任 取 一 线段 AB=d， 在 不 改变 力 偶 矩 的 条 件 下 将 各 力 偶 的 臂 都 化 























为 4， 于 是 得 到 与 原 力 偶 等 效 的 两 个 力 偶 (F;.F’) 和 (F,. F').F; 和 天, 的 大 小 可 由 下 列 
等 式 算出 

M=F,*d, M,=F,*d 
然后 转移 各 力 偶 使 它们 的 臂 都 与 AB 重合 ， 如 图 3. 11(b) 所 示 。 再 将 作用 于 A 点 的 两 个 力 
合成 为 一 个 合力 ,其 大 小 为 














F=F;+F, 
同样 ， 再 将 B 点 的 两 个 力也 合成 为 一 个 合力 F'， 其 大 小 为 
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F'=F!+F! 
显然 五 与 F' 大 小 相等 、 方 向 相反 ， 且 不 在 同一 直线 上 。 它 们 组 成 了 一 个 力 偶 (F, F') 
[图 3. 11(c)]， 这 就 是 两 个 已 知 力 偶 的 合力 偶 ， 其 力 偶 矩 为 
M=Fd= (Fs+F,)d=F,d+F,d=M,+M;, 
推广 : 车 作用 在 同一 平面 内 及 个 力 偶 ， 则 其 合力 偶 矩 应 为 
M=M, +M;+M,+…+M, 











或 
M= 2 M. (3-5) 


由 上 可 知 ， 平面 力 偶 系 合成 的 结果 是 一 个 合力 偶 ， 合力 偶 矩 等 于 各 已 知 力 偶 矩 的 代数 和 。 
平面 力 偶 系 合成 的 结果 是 一 个 合力 偶 ， 如 果 这 个 平面 力 偶 系 平衡 ， 则 合力 偶 矩 必须 等 
于 零 ， 即 











Dm =。 (3-6) 


反之 ， 如 果 合 力 偶 矩 为 零 ， 则 平面 力 偶 系 必然 平衡 。 

由 此 可 知 ， 平 面 力 偶 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 ;- 力 偶 系 中 各 力 偶 矩 的 代数 和 等 于 零 。 
式 (3-6) 是 解 平 面 力 偶 系 平衡 问题 的 基本 方程 运用 这 个 平 衔 方 程 ， 可 以 求 出 一 个 未 知 量 。 

例 3.3 要 在 汽 算 盖 上 钻 4 个 相同 的 孔 ( 图 3. 12)， 现 估计 钻 每 个 孔 的 切削 力 偶 矩 M, 一 
M 一 AM: 一 MI 一 Mo=15N.m， 转向 如 图 所 示 ， 当 用 多 轴 钻 床 同时 钻 这 4 个 孔 时 ， 问 工件 
受到 的 总 切削 力 偶 矩 是 多 大 ? 

解 : 作用 在 汽 币 盖 上 的 力 偶 有 壮 个 ， 各 力 偶 矩 的 大 小 相等 ， 转 向 相同 ， 又 在 同一 平面 
内 ， 因 此 这 4 个 力 偶 的 合力 偶 矩 为 

M= 了 了 M 一 一 M 一 M 一 M: 一 M 一 一 人 Mo 一 一 4X15N，m 一 一 60ON。m 

负 号 表示 合力 偶 矩 顺 时 针 方向 转动 。 知 道 总 切削 力 偶 矩 之 后 ， 就 可 考虑 夹 紧 措 施 ， 设 计 夹 具 。 

例 3.4 如 图 3.13 所 示 ， 电 动机 轴 通 过 联 轴 器 与 工作 轴 相 连接 ， 联 轴 器 上 4 个 螺栓 
A、B、C、D 的 孔 心 均匀 地 分 布 在 同一 圆周 上 ， 此 圆 的 直径 AC=BD=150mm， 电 动机 
轴 传 给 联 轴 器 的 力 偶 矩 Mo=2. 5kN，m， 试 求 每 个 螺栓 所 受 的 力 为 多 少 ? 








图 3.12 图 3.13 


解 : (1) 取 联 轴 器 为 研究 对 象 。 
作用 于 联 轴 器 上 的 力 有 电动 机 传 给 联 轴 器 的 力 偶 、 每 个 螺栓 的 反 力 ， 受 力图 如 图 所 
示 。 假 设 4 个 螺栓 的 受 力 均匀 ， 即 FF 一 F; 一 F; 一 FF 一， 则 组 成 两 个 力 偶 并 与 电动 机 传 给 
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联 轴 器 的 力 偶 平衡 。 
(2) 列 平面 力 偶 系 平衡 方程 由 之 M 一 0， 有 
Mo 一 FXAC 一 FXBD=0 








到 


AC=BD 


_M _2.5kN。m 
2AC 2Xx0.15m 
例 3.5 在 框架 杆 CD 上 作用 有 一 力 偶 ， 其 力 偶 矩 Mo 大 小 为 40N，m， 转向 如 
图 3.14(a) 所 示 。A 为 固定 贸 链 ，C、D 和 下 均 为 中 间 铵 链 ， 了 为 光滑 面 。 不 计 各 杆 质 
量 。 图 中 长 度 单位 为 mm。 试 求 平衡 时 ，A、B、C 和 处 的 约束 反 力 。 


240 -人 局 Mo 


F 一 8. 33kN 





-全 Mo Mo 











140 





(a) (b) (0 
图 3.14 


解 : 这 是 物体 系统 的 平衡 问题 ， 应 先 选 取 整 个 系统 为 研究 对 象 ， 求 出 A 和 B 处 的 反 
力 ， 再 选 杆 CD 为 研究 对 象 , 求 出 C 和 DD 处 的 反 力 。 

(1) 先 选取 整个 系统 为 研究 对 象 ， 画 受 力图 。 

它 受 有 力 偶 、 光 滑 面 B 处 约束 反 力 Fs 和 铵 链 A 的 反 力 的 作用 (图 3.14(b))， 按 
照 平面 力 偶 系 平衡 条 件 ，F， 必定 与 Fs 构成 一 力 偶 ， 故 及 与 Fs 平行 且 反 向 。 

列 出 平面 力 偶 系 平衡 方程 式 




















EM=0 一 Mo 十 FA。ABcos30" 一 0 (a) 
得 
__M, _ 40N.m 
PATABcos30" 0,32mX0. 866— 144N 
故 


Fs=F,=144N 
(2) 再 选 杆 CD 为 研究 对 象 ， 画 受 力 图 。 它 所 受 的 力 有 : 力 偶 、C 和 处 贸 链 反 力 。 
DE 为 二 力 直 杆 , 故 Fo 沿 ED 方向。 按照 平面 力 偶 系 平衡 条 件 ，Fc 必 与 Fo 平行 且 反 向 
[图 3.14(c)]。 
列 出 平面 力 偶 系 平衡 方程 式 
0. 24 


EM=0. 一 Mo 十 FeX =XCD=0 (b) 
(0. 18)° + (0.24)” 














二 硬 力 傅 系 





5Mo 5X40N。m 
4X0.32m 4X0.32m 


注意 : 本 例 是 由 平衡 力 偶 系 平衡 条 件 确定 铵 链 反 力 方位 。 
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本 章 小 结 


1. 力矩 是 力学 中 的 一 个 基本 概念 。 它 是 度量 力 对 物体 转动 效应 的 物理 量 ， 在 平面 问 
题 中 它 是 代数 量 ， 可 按 下 式 计算 : 
Mo (下 ) 王 土 玖 一 士 2AAoaa 
一 般 以 逆 时 针 转 向 为 正 ， 反 之 为 负 。 

2. 力 偶 和 力 一 样 是 力学 中 的 两 个 基本 元 素 。 

(1) 力 偶 是 由 等 值 、 反 向 、 不 共 线 的 两 个 平行 力 所 组 成 的 特殊 力 系 ， 它 对 物体 只 产生 
转动 效应 ， 可 用 力 偶 矩 来 度量 ， 即 








M= 土 Fd 
(2) 力 偶 没 有 合力 ， 不 能 与 一 个 力 等 效 ; 为 偶 只 能 用 力 偶 来 平衡 。 
(3) 力 偶 在 任意 坐标 轴 上 的 投影 等 于 零 。 力 偶 对 任 一 点 之 矩 恒 等 于 力 偶 矩 ， 与 矩 心 的 
位 置 无 关 。 
(4) 力 偶 的 主要 性 质 是 等 效 性 。 在 保持 力 偶 矩 不 变 的 条 件 下 ， 可 任意 改变 力 和 力 偶 臂 
的 大 小 ， 并 可 在 作用 面 内 任意 转移 。 





3， 平 面 力 偶 系 合成 的 结果 是 一 个 合力 偶合 力 咎 矩 等 于 各 力 偶 矩 的 代数 和 。 即 
MEDM 

4 平面 力 伪 篆 的 平衡 方程 是 ， 
SM =0 





它 是 解 平面 力 偶 系 平衡 问题 的 基本 方程 ， 运 用 这 个 平衡 方程 ， 可 求解 一 个 未 知 量 。 
思 考 题 


1. 图 3.15 中 设 AB=1, 在 A 点 受 4 个 大 小 均等 于 下 的 力 F!、F,、F: 和 F, 作用 。 试 
分 别 计算 每 个 力 对 已 点 之 矩 

2. 图 3. 16 中 的 胶带 传动 ， 若 仅 包 角 a 变化 而 其 他 条 件 均 保持 不 变 时 ,试问 使 胶带 轮 
转动 的 力矩 是 否 改变 ? 为 什么 ? 

3. 图 3. 17 中 力 的 单位 为 N， 长 度 单位 为 mm。 试 分 析 图 示 4 个 力 偶 ， 哪 些 是 等 效 的 ? 
哪些 是 不 等 效 的 ? 

4. 一 力 偶 (F, ，F!) 作 用 在 Ory 平面 内 ， 另 一 力 偶 (F,;，F;) 作 用 在 Oyz 平面 内 ， 力 偶 
矩 之 绝对 值 相等 (图 3. 18), 试问 2 力 偶 是 否 等 效 ? 为 什么 ? 
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图 3.17 图 3.18 





5. 图 3.19(a) 中 刚体 受 同 平面 内 2 为 偶 (F,，F;) 和 (F,，F,) 的 作用 ， 其 力 多 边 形 封 
闭 ， 如 图 3. 19(b) 所 示 ， 问 该 物体 是 否 处 于 平衡 ? 为 什么 ? 


Fs 
"| | 
F, 
(a) 


(b) 
图 3.19 


6. 图 3. 20 中 力 的 单位 为 N， 长 度 单位 为 mm， 物体 处 于 平衡 ， 试 确定 贸 链 A 处 约束 
反 力 的 方向 。 








100|100 | 110 | 80 | 110 400 


(a) (b) 


图 3.20 


第 3 万 ”平面 力 偶 系 


习 题 


3 一 1 试 分 别 计算 图 3. 21 所 示 各 种 情况 下 力 下 对 O 点 之 矩 。 











(a (9) 


| 
省 > 
Ez “| 


(d) (© nD 





图 3>21 








3-2 已 知己 一己 一 FF 一 FF 一 6QONNRCF,=F 一 40N， 图 中 长 度 单位 为 mm。 求 图 3. 22 
示 平 面 力 偶 系 合成 结果 。 

3-3 图 3.23 为 卷扬机 简 图 二 重 物 M 放 在 小 台 车 Ci 二 ,小 台 车 上 装 有 A 轮 和 B 轮 ， 
可 沿 导轨 ED 上 下 运动 。 已 知 重 物 重量 P= 二 2kN， 图 申 长 度 单位 为 mm， 试 求 导轨 对 A 轮 
和 B 轮 的 约束 反 力 。 








图 3. 22 








3-4 如 图 3.24 所 示 ， 锻 锤 工作 时 ， 如 工件 给 它 的 反作用 力 有 偏心 ， 则 会 使 锻 锤 C 
发 生 偏 斜 ， 这 将 在 导轨 AB 上 产生 很 大 的 压力 ， 从 而 加 速 导 轨 的 磨损 并 影响 锻件 的 精度 。 
已 知 打击 力 下 =1000kN， 偏 心 距 e=20mm， 锻 锤 高 度 / 王 200mm。 试 求 锻 锤 给 导轨 两 侧 的 
压力 。 

3-5 炼 钢 用 的 电炉 上 ， 有 一 电极 提升 装置 ， 如 图 3. 25 所 示 ， 设 电极 有 HT 和 支架 共 重 
W， 重心 在 C 点 。 支架 上 A、B 和 EE 3 个 导 轮 可 沿 固定 立柱 JK 滚动 ， 钢 丝 绳 系 在 DD 点 。 
求 电 极 等 速 直线 上 升 时 钢丝 绳 的 拉力 及 A、B、E 3 处 的 约束 反 力 。 
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图 3. 24 








图 3. 25 





3-6 已 知 M=3kN.m，M:=1kN。m， 转 向 如 图 3. 26 所 示 S$ a 二 1m， 试 求 图 示 刚 


架 的 A 及 B 处 约束 反 力 。 


图 3.27 
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3-7 四 连 杆 机 构 在 图 3. 27 所 示 位 置 平衡 ，x 一 
30"，B 二 90"。 试 求 平衡 时 M1/M 的 值 。 

3 一 8 .如 图 :3.28 所 示 ， 曲 柄 滑 道 机 构 ， 杆 AE 上 有 
一 导 槽 , 套 在 杆 BD 的 销 子 C 上 , 销 子 C 可 在 光滑 导 槽 
内 滑动 .已 知 Mi 二 4kN，m， 转 向 如 图 所 示 , AB=2m， 
在 图 示 位 置 处 于 平衡 ，0 二 30"。 试 求 M, 及 饺 链 A 和 也 
的 约束 反 力 。 








第 入 剖 
平面 一 般 力 系 


【教学 提示 】 

本 章 主要 研究 平面 力 系 最 复杂 的 情况 

【学 习 要 求 】 

通过 本 章 的 学 习 ， 记 住 力 的 平移 定理 和 合力 和 矩 定理 。 会 利用 力 的 平移 定理 把 平面 一 般 
力 系 向 一 点 简化 ， 并 求 其 结果 。 重 点 是 利用 平衡 方程 求解 平面 一 般 为 系 的 平衡 问题 ， 难 点 
是 利用 平衡 方程 求解 物体 系统 的 平衡 问题 。 要 加 强 练习 ,务必 掌握 。 要 了 解 什么 是 静 定 和 
起 静 定 问题 以 及 简单 析 架 内 力 的 计算 。 





平面 一 般 力 系 的 合成 与 平衡 问题 。 


| 4. 1 平面 一 般 力 系 在 工程 中 的 实例 


在 工程 中 会 经 常 遇 到 平面 一 般 力 系 的 问题 ， 即 作用 在 物体 上 的 各 力 的 作用 线 都 分 布 在 
同一 平面 内 ， 既 不 全 汇 交 于 一 点 也 不 完全 平行 ,这 种 力 系 称 为 平面 一 般 力 系 。 例 如 ， 
图 4.1 所 示 的 房 架 ， 受 风力 Fi 荷载 TF, 和 支 座 反 力 FA FA 、Fs 的 作用 ， 显 然 这 是 一 
个 平面 一 般 力 系 。 又 如 图 .4.2 所 示 的 悬臂 吊车 的 横 染 ， 受 载荷 F， 重力 F,， 支 座 反 力 
Fa 、Fa, 和 拉杆 拉力 于 7 的 作用 ,显然 ,这 也 是 一 个 平面 一 般 力 系 。 











(a) (b) 


/FN 
工程 力学 
D> 4 

此 外 ， 如 物体 结构 所 承受 的 荷载 和 支承 都 具有 同一 个 对 称 面 ， 则 也 可 以 将 作用 在 物 
体 上 的 力 系 简化 为 对 称 平面 内 的 平面 力 系 来 处 理 。 例 如 上 料 车 ,就 可 以 将 它 所 受 的 重力 
P、 拉 力 下 及 前 后 轮 的 4 个 反 力 F、 和 Fs 简化 成 其 对 称 面 的 平面 力 系 来 处 理 ， 如 图 4.3 
所 示 。 





























平面 一 般 力 系 是 工程 上 最 常见 的 力 系 。 因此? 对 它 的 研究 尤为 重要 。 
| 4. 2 力 的 平移 定理 


力 系 向 一 点 简化 是 二 种 较为 简便 并 具有 普遍 性 的 力 系 简化 方法 。 此 方法 的 理论 基础 是 
力 的 平移 定理 。 

定理 ”作用 在 刚体 上 的 力 下 可 以 平行 移动 到 刚体 内 的 任 一 点 ,但 必须 同时 附加 一 个 力 
偶 ， 其 力 偶 矩 等 于 原 力 正 对 新 作用 点 的 力矩 。 

证 明 设 一 个 力 正 作用 于 A 点 ， 如 图 4.4(a) 所 示 。 在 刚体 上 任 取 一 点 B, 在 B 点 加 
上 大 小 相等 、 方 向 相反 且 与 力 下 平行 的 两 个 力 F' 和 F”, 并 使 F' = 二 F" 二 F [图 4.4(b)]。 
显然 , 力 系 (F, F'，F") 与 力 下 是 等 效 的 。 但 力 系 (F, F"，F") 可 看 做 是 一 个 作用 在 B 点 
的 力 F' 和 一 个 力 偶 (F，F")。 于 是 ， 原 来 作用 在 A 点 的 力 玉 ， 现 在 被 一 个 作用 在 B 点 的 力 
和 一 个 力 偶 (F，F") 所 代替 [图 4.4(c)]。 也 就 是 说 ， 可 以 把 作用 于 A 点 的 力 F 的 作 
线 平移 到 B 点 ， 但 必须 同时 附加 一 个 力 偶 ， 此 附加 力 偶 矩 为 

M=F.d 
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而 乘积 Fd 又 是 原 力 正 对 召 点 的 力矩 ， 即 
Ms(F)=F*d 
因此 得 
M= Ms (F) 
定理 得 证 。 
力 的 平移 定理 不 仅 是 力 系 简化 的 依据 ， 而 且 也 是 分 析 力 对 物体 作用 效应 的 一 个 重要 方 
法 。 例 如 ， 图 4. 5(a) 中 转轴 上 大 齿轮 受到 圆周 力 下 的 作用 。 























(a) 





图 4.5 


为 了 观察 力 下 对 转轴 的 效应 ,将 力 开 向 轴 心 O 点 平移 。 根 据 力 的 平移 定理 ， 力 下 平移 
到 轴 心 O 点 时 ， 要 附加 一 个 力 偶 [图 45(b)]。 设 齿轮 的 节 圆 半径 为 -， 则 附加 力 偶 矩 为 
M=Fr 
由 此 可 见 , 力 下 对 转轴 的 作用 相当 于 在 轴 上 作用 二 个 水 平 力 F' 和 一 个 力 偶 。 力 偶 作 
用 在 垂直 于 轴线 的 平面 内 ， 它 与 轴 端 输入 的 力 借 使 轴 产 生 扭转 ， 而 力 严 则 使 轴 产 生 弯 曲 
[图 4.5(c)、(d)J。 





| 4. 3 平面 一 般 力 系 向 平面 内 任 一 点 简化 * 主 矢 与 主 算 


设 刚 体 上 作用 有 3 个 力 F 、F;、F, 组 成 的 平面 一 般 力 系 ， 如 图 4. 6(a) 所 示 。 在 力 系 所 
在 的 平面 内 任 选 一 点 O， 称 为 简化 中 心 。 应 用 力 的 平移 定理 ， 把 各 力 都 平移 到 O 点 。 这 样 ， 
得 到 作用 于 O 点 的 力 本 、 本 &、F， 以 及 相应 的 附加 力 偶 (Fi, FY?), (Fs, F?), (F,, F’)， 
它们 的 力 偶 矩 分 别 是 Mi=Fidi=Mo(F1),，M;= 一 Fd; 二 Mo(F;),M,=F,d,=Mo(F,)。 
































这 样 ， 原 来 的 平面 一 般 力 系 就 被 分 解 为 一 个 平面 汇 交 力 系 和 一 个 平面 力 偶 系 ， 如 
图 4.6(b) 所 示 。 显 然 ， 原 力 系 与 此 二 力 系 的 作用 是 等 效 的 。 然 后 再 分 别 合成 这 两 个 力 系 。 
平面 汇 交 力 系 Fi 、F;、F, 可 按 力 多 边 形 法 则 合成 为 一 个 合力 Fk， 作用 于 O 点 ， 其 矢 
量 政 等 于 各 力 FI、F;、F! 的 矢量 和 。 因 为 FI、F!、F' 分 别 与 F、F;、F, 大 小 相等 、 方 
向 相同 ， 所 以 

















Fr=Fi+F+…+F,=2>F (4-1) 
矢量 相称 为 原 力 系 的 主 矢 [图 4. 6(c)]。 
平面 力 偶 系 M 、M: 、M, 可 以 合成 为 一 个 合力 偶 ， 这 个 合力 偶 矩 Mo 等 于 各 附加 力 偶 
和 矩 的 代数 和 ， 即 


Mo =Mi 十 Ms: 十 … 十 M, = Mo(F) + Mo(F)+ + Mo(F,) = SMF,) 
i=1 


(4-2) 
Mo 称 为 原 力 系 对 简化 中 心 的 主 矩 [图 4. 6(c)]， 它 等 于 原 力 系 中 各 力 对 简化 中 心 O 点 力 
和 矩 的 代数 和 。 

综 上 所 述 ， 可 以 得 到 如 下 结论 : 平面 一 般 力 系 向 作用 面 内 任 一 点 O 简化 ， 可 以 得 到 一 
个 力 和 一 个 力 偶 。 这 个 力作 用 于 简化 中 心 ， 称 为 原 力 系 的 主 矢 ， 其 矢量 等 于 原 力 系 中 各 力 
的 矢量 和 。 

= 2F 
这 个 力 偶 矩 称 为 原 力 系 对 简化 中 心 的 主 矩 。 
Mo= PMo (FED) 

注意 , 力 系 的 主 和 撩 Fk 只 是 原 力 系 中 各 力 的 失 其 和, 所 以 它 与 简化 中 心 的 选择 无 关 。 
而 力 系 对 简化 中 心 的 主 矩 Mo 一 般 与 简化 中 心 的 选择 有 关 ， 选 择 不 同 的 点 作为 简化 中 心 
时 ,各 力 的 力 臂 一 般 会 改变 ， 因 而 各 力 对 简化 中 心 的 力矩 也 将 随 之 改变 。 

现在 讨论 主 矢 ,Fr 的 解析 求法 。 建 立 直角 华 标 系 Oxy [图 4. 6(c)]， 由 合力 投影 定理 得 

Fh =Fi,+F+*… 二 RF, = 2F, 
FE 一 Fu 十 Fa 十 … 十 Fu 一 开 忆 ， 
于 是 主 矢 亚 的 大 小 和 方向 可 由 下 式 确定 
Fk= VFR FR =V(DF,) (TF,) 
DF DFE, (4—3) 
DT (ESF) T(E,) 
式 中 : a 和 BB 分别 表示 主 和 撩 Fr 与 x 轴 和 y 轴 正 向 间 的 夹 角 。 


























Cosa 





| 4. 4 简化 结果 的 讨论 及 合力 矩 定理 


平面 一 般 力 系 向 作用 面 内 任 一 点 简化 的 结果 可 能 有 4 种 情况 ， 即 DDFs 二 0，Mo 了 0; 
@ 所 0，Mo 二 0; 四 所 和 关 0，Mo 和 0; 四 成 天 0，Mo 王 0。 下 面 逐 个 进行 分 析 讨论 。 

(1) Fk 二 0，Mo 隆 0， 则 原 力 系 简化 为 一 个 力 偶 ， 此 时 原 力 系 与 一 个 力 偶 等 效 ， 说 明 
原 力 系 就 是 一 个 力 偶 系 。 因 力 偶 对 平面 内 任 一 点 的 矩 都 相同 ， 所 以 在 这 种 情况 下 ， 主 矩 与 
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_ 。 开题 平面 一般 力 系 
简化 中 心 的 选择 无 关 。 也 就 是 说 ， 不 论 向 哪 一 点 简化 都 是 这 个 力 偶 ， 而 且 力 偶 矩 保持 
不 变 。 

(2) 所 了 关 0，Mo 一 0， 则 Fk 即 为 原 力 系 的 合力 Fe。 通过 简化 中 心 ， 这 种 情况 说 明 简化 
中 心 选 得 太 巧 了 ， 正 好 使 得 原 力 系 中 的 力 对 简化 中 心 的 力矩 正 负 相 互 抵消 等 于 零 。 

(3) Fk 隆 0，Mo 隆 0 [图 4.7(a)]， 这 并 不 是 简化 的 最 后 结果 ， 可 以 根据 力 的 平移 定理 
的 逆 过 程 ， 把 主 矩 Mo 和 主 矢 Fx 简化 为 一 个 合力 Fe 。 现 将 Mo 用 两 个 力 Fe 和 表示， 并 
令 二 Fr 二 一 Fk[ 图 4.7(b)]。 再 去 掉 平 衡 力 系 (Fk、F*)， 而 只 剩 下 作用 在 O, 点 的 力 
Fs， 这 便 是 原 力 系 的 合力 [图 4.7(c)]。 合力 Fs 的 大 小 和 方向 与 主 矢 焉 相同， 而 合力 的 
作用 线 与 简化 中 心 O 的 距离 为 






































d=Mo/Fr =Mo/Fr (4-4) 
至 于 合力 Fr 的 作用 线 在 O 点 的 哪 一 侧 ， 可 以 由 主 矩 Mo 的 转向 决定 。 





(a) (b) (0) 
4.7 


(4) Fk 二 0，Mo 二 0, 则 原 为 系 平衡 ， 这 种 情况 将 在 下 节 讨论 。 
合力 矩 定理 : 当 平面 一 般 力 系 可 以 合成 为 一 个 合力 时 ， 则 其 合力 对 作用 面 内 任 一 点 的 
力矩 等 于 力 系 中 各 分 力 对 同一 点 力矩 的 代数 和 。 
证 明 : 由 图 4.7(c) 可 知 ,合力 Fk 对 O 点 的 矩 为 
Mo(CFR) 一 FRd 
又 由 图 4.7(b) 可 知 ， Mo 二 Frd 


所 以 Mo (Fr)=Mo 
又 因为 Mo 一 二 Mo(F) 
故 
Mo (Fr)= EMo(F) (4-5) 





由 于 简化 中 心 O 是 任 选 的 ， 因 此 上 述 定理 适用 于 任 
一 力矩 中 心 。 利 用 这 个 定理 可 以 求 出 合力 作用 线 的 位 
置 ， 并 用 分 力矩 来 计算 合力 矩 。 
例 4.1 水 平 梁 AB 受 三 角形 分 布 荷载 的 作用 ， 如 
图 4.8 所 示 ， 分布 荷载 的 最 大 值 为 a， 梁 长 /， 试 求 合力 
的 大 小 及 作用 线 的 位 置 。 

解 : 在 梁 上 距 A 端 为 x 的 微 段 dr 上 . 作用 力 的 大 
小 为 gq,dr。 其 中 gq， =7 故 分 布 力 的 合力 下 可 用 积分 


求 得 






























































47 





r= Jae per 
设 合力 下 的 作用 线 距 A 端的 距离 为 zc， 则 合力 下 对 A 点 的 力矩 为 
MA (下 ) 一 Frzc 
作用 在 微 段 dr 上 的 合力 对 A 点 的 力矩 为 xq, dr。 全 部 分 布 力 对 A 点 的 力矩 的 代数 和 可 






































积分 求 出 
上 qrdr = 『 下 dz 3 和 

由 合力 矩 定理 得 

Pe 

Ferec 3 

故 

a 

Te 3F 
将 F=gql/2 代 入 上 式 ， 则 

Te = 和 


计算 结果 说 明 ， 合力 大 小 等 于 三 角形 分 布 荷载 的 面积 ， 合 力作 用 线 通过 该 三 角形 的 几何 
中 心 。 

例 4.2 作用 在 物体 上 的 力 系 如 图 .9(a) 所 示 。 已 知 书 一 1kN， 忆 一 1kKN，P 一 
2kN,，M 一 4kN，m ，0 一 30 ,| 长 度 单位 为 m。 试 求 力 系 向 :DO 点 简化 的 初步 结果 以 及 力 系 
最 终 简 化 结果 。 








图 4.9 


解 : 本 例 属于 平面 一 般 力 系 简化 问题 ， 其 理论 公式 为 式 (4 一 2)、 式 (4 一 3) 及 式 (4 一 4)。 
(1) 先 求 力 系 向 O 点 简化 的 初步 结果 





次 +lkN 2. 73kN 











DF,=F,cosb+F,=2kNX 














ZF, Fi—F,sing 1kN 2kNX 取 2kN 








故 主 矢 Fk 的 大 小 及 方向 为 Fh 二 VDF,)* 十 (BF,)* 二 WV(2.73kN)* 十 (一 2kN)* 一 3. 39kN 


0 805， cosB= 


3.39 0 


= 
3.39 
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a 一 一 36. 2° 
又 主 矩 Mo 为 
Mo = 了 Mo(CF) 王 一 ImRF 一 3m。 已 十 2m。sin30"。F: 十 M 





一 一 ImX1kN 一 3mX1kN 十 2mx 让 xX2kN+4kN 。m 


=2kN. m 
结果 如 图 4. 9(b) 所 示 。 
(2) 再 求 力 系 最 终 简化 结果 。 
由 于 主 矢 Fk 隆 0，Mo 隆 0， 故 力 系 最 终 简化 结果 为 一 合力 Fe ，Fs 的 大 小 和 方向 与 主 
矢 Fk 相同 。 合 力 Fk 的 作用 线 距 O 点 的 距离 为 d : 
d=Mo/Fr=2kNm/3. 39kN=0. 59m 
Mo 为 正 值 ， 表 示 主 矩 逆 时 针 和 转动， 合力 Fx 的 作用 线 如 图 4. 9(c) 所 示 。 


| 4. 5 平面 一 般 力 系 的 平衡 条 件 与 平衡 方程 及 应 用 


上 节 提 到 ， 如 果 平 面 一 般 力 系 简化 到 最 后 结果 是 主 和 拓 和 主 矩 都 等 于 零 的 情况 ， 即 Fi = 
0，Mo 二 0。 显 然 ， 主 和 撩 等 于 零 ， 表 明 作 有 几 于 简化 中 心 O 的 汇 交 力 系 为 平衡 力 系 ; 主 矩 等 
于 零 ， 表 明 附 加 力 偶 系 也 是 平衡 力 系 因此 ,平面 一 般 为 系 必 为 平衡 力 系 。 

于 是 ,平面 一 般 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 :为 系 的 主 失 和 对 任 一 点 的 主 矩 都 等 于 
零 。 由 式 (4 -2)、 式 (4 3) 可 得 











ZF;=0 
世态 二 0 (4—6) 
2Mo(F)=0 


由 此 可 得 结论 ,平面 一 般 力 系 平衡 的 解析 条 件 是 : 力 系 中 各 力 在 两 个 正 交 的 坐标 轴 中 
每 一 轴 上 的 投影 的 代数 和 分 别 等 于 零 ， 并 且 各 力 对 平面 内 任意 一 点 力矩 的 代数 和 也 等 于 
零 . 式 (4-6) 称 为 平面 一 般 力 系 的 平衡 方程 ， 它 是 平衡 方程 的 基本 形式 。 

平衡 方程 共有 3 个 ， 所 以 只 能 求解 3 个 未 知 量 。 解 题 时 ， 为 了 简化 计算 ， 尽 量 把 矩 心 
选 在 两 个 未 知 力 的 交点 上 。 而 坐标 轴 应 尽 可 能 与 该 力 系 中 多 数 未 知 力 的 作用 线 垂 直 。 

例 4.3 水 平 外 伸 梁 如 图 4.10(a) 所 示 。 若 均 布 荷载 gq 二 20kN/m，F 下 二 20kN,， 力 偶 矩 
M=16kN. m，a=0.8m, 求 A、 忆 点 的 约束 反 力 。 

解 : (1) 选 梁 为 研究 对 象 ， 画 出 受 力图 [图 4.10(b)]。 作 用 于 梁 上 的 力 有 F,、 均 布 
荷载 gq 的 合力 F;(F, 二 ga， 作用 在 分 布 荷载 区 段 的 中 点 )、 和 矩 为 M 的 力 偶 和 支 座 反 力 FA、 
Fy 及 Fs。 显然 它们 是 一 个 平面 一 般 力 系 ， 取 坐标 轴 ， 如 图 4. 10(b) 所 示 。 

(2) 列 平面 一 般 力 系 平衡 方程 。 









































ZF,.=0, Fi\:=0 (a) 
EF,=0, —ga—Fi+Fa,+Fs=0 (b) 
EM (F)=0, Mt+ga* $$—F, * 2a+ Fs * a=0 (0) 
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图 4. 10 


由 式 (c) 得 


M 
ty 
a 


隔 站 2F, 一 12kN 
将 Fs 值 代 入 式 (b) 得 
Foyat+F—F;=24kN 
例 4.4 悬臂 吊车 如 图 11(a) 所 示 。 横梁 AB 汶 1 二 2.5m, 重量 P= 二 1.2kN。 拉杆 
CB 倾斜 角 一 30"， 质 量 不 计 。 载荷 =7. 5kN。 求 图 示 位 置 a 二 2m 时 ,拉杆 的 拉力 和 贸 
链 A 的 约束 反 力 。 





(b) 


图 4.11 


解 : (1) 选 横梁 AB 为 研究 对 象 。 

(2) 画 受 力图 。 

作用 于 横梁 上 的 力 有 重力 P( 在 横梁 中 点 ) 、 载 荷 下 、 拉 杆 的 拉力 Fr 和 铵 链 A 的 约束 
反 力 Fs。 因 CB 是 二 力 杆 ， 故 拉力 Fr 沿 CB 连 线 ; Fs 方向 未 知 ， 故 分 解 为 两 个 分 力 FA 
和 Fs,。 显 然 各 力 的 作用 线 分 布 在 同一 个 平面 内 ， 而 且 组 成 平衡 力 系 [图 4. 11(b)]。 
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至 4 齐 。 平面 一 般 力 系 





(3) 列 平衡 方程 ， 求 未 知 量 。 
选 坐 标 系 如 图 4. 11(b) 所 示 ,， 运用 平面 一 般 力 系 的 平衡 方程 得 














ZF,=0, Fu—Frcosa=0 (a) 
EF,=0, F\ 一 P 一 F 十 Frsina 一 0 (b) 
EM F)=0, Frsing* I—P: EF “a=0 (ey 


由 式 (c) 解 得 


Pra(P* +r ea)=13.2kN 
将 Fr 值 代入 式 (a) 得 
F,,=Frcosa=11. 43kN 
将 Fr 值 代入 式 (b) 得 
FA 一 P 十 F 一 Frsina 一 2. 1kN 

算得 FA.、FA\, 皆 为 正 值 ， 表 示 假 设 的 指向 与 实际 的 指向 相同 。 

(4) 分 析 讨 论 。 从 上 面 的 计算 可 以 看 出 ， 杆 CB 所 承受 的 拉力 和 铵 链 A 的 约束 反 力 ， 
是 随 载荷 的 位 置 不 同 而 改变 的 ,因此 应 当 根据 这 些 为 的 最 大 值 来 进行 设计 。 

在 本 例 中 如 写 出 对 A、B 两 点 的 力矩 方程 和 对 xz 轴 的 投影 方程 ， 同 样 可 以 求解 ， 即 


ETF,=0% Fa Frcosa=0 (d) 
EMA(F)=Q0 ,Frsing* I—P. LF: a=0 (e) 
BMPIE0, Pp. EF we A1—a)=0 (0D 
由 式 (e) 解 得 
FI3. kN 
由 式 (f) 解 得 
Fw 一 2. 1kN 
由 式 (d) 解 得 
FA 一 11. 43kN 
如 写 出 对 A、B、C 这 3 点 的 力矩 方程 ， 同 样 也 可 求解 ， 即 
EMF)=0, Fisina 1—P* -Fa=0 Cg) 
EMs(F)=0, P+ EFW+HF. (一 0)=0 (h) 
SEMAF)=0, Futana 1—P -Fa=0 et) 
由 式 (g) 解 得 
Fr =13. 2kN 
由 式 (h) 解 得 
FA 一 2. 1kN 
由 式 (iD 解 得 


FA- 一 11. 43kN 
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Wt 


从 上 面 的 分 析 可 以 看 出 ,平面 一 般 力 系 平衡 方程 除了 前 面 所 表示 的 基本 形式 外 ,还 有 
其 他 形式 ， 即 二 力矩 式 和 三 力矩 式 ， 其 形式 如 下 
or | 








之 MA (F) 王 0 
EMs(F)=0 
:中 A、B 两 点 的 连 线 不 能 与 x 轴 ( 或 y 轴 ) 垂 直 。 

wn 


(4-7) 


vy 
4 


EMs(F)=0 
EMc(F)=0 
其 中 A、B、C 这 3 点 不 能 选 在 同一 条 直线 上 。 

如 不 满足 上 述 条 件 ， 则 所 列 的 3 个 平衡 方程 将 不 都 是 独立 的 ,应 该 注意 ,不论 选 用 哪 
一 组 形式 的 平衡 方程 ， 对 于 同一 个 平面 一 般 力 系 来 说 ， 最 多 只 能 列 出 3 个 独立 的 方程 ， 因 
而 只 能 求 出 3 个 未 知 量 。 


(4 一 8) 





























例 4.5 高 炉 止 料 小 车 如 图 4.12 所 示 。 设 一 

+ 60°, AB=2400mm, HC= 800mm, AH = 1300mm., 

P=325kN 钢丝 绳 与 轨道 平行 ， 不 计 车 轮 与 轨道 之 

间 的 摩 探 ， 试 求 上 料 小 车 等 速 运行 时 钢丝 绳 的 拉力 

Fi 及 轨道 对 车 轮 的 约束 反 力 FA 和 Fn 。 

解 : (1) 选 上 料 小 车 为 研究 对 象 ， 画 上 料 小 车 

的 受 力图 。 作 用 于 车 目的 力 有 重力 P、 钢 丝 绳 的 拉 

力 Fr 和 约束 反 力 F、、Fs。Fr 的 方向 沿 着 钢丝 强 ， 
F、、F; 垂直 于 斜面 。 

(2) 选择 坐标 轴 ， 如 图 4. 12 所 示 ， 列 平衡 方程 

DF,=0, Fr 一 Psina 一 0 (a) 

EF,=0, Fs+Fs—Pecosa=0 (b) 

EMa(F)=0, AB. Fs—HC*. Pecosa=0 (c) 

在 式 (c) 中 计算 力 P 对 五 点 的 力矩 时 ， 可 以 将 力 P 分 解 成 两 个 分 力 ， 然 后 应 用 合力 矩 

定理 ， 计 算 分 力 对 互 点 力矩 的 代数 和 。 








由 式 (a) 得 
Fr=Psing=325kNX0. 886=282kN 
由 式 (c) 得 
P= 扯 。Pcosa 一 54. 2kN 
将 Fs 值 代入 式 (b) 得 


Fs,=Pcosa—Fs=108. 3kN 
例 4.6 图 4.13(a) 中 的 车 刀 固 定 在 刀 架 上 , 已 知 1=60mm， 切削 力 F,==18kN, F,= 
7. 2kN， 求 固定 端 A 的 约束 反 力 。 
解 : (1) 首先 分 析 固 定 端 A 点 的 约束 情况 。 所 谓 固定 端 约束 ， 就 是 物体 受 约束 的 一 端 
既 不 能 向 任何 方向 移动 ， 也 不 能 转动 。 例 如 ,将 电线 杆 插入 地 面 ， 工件 用 卡 盘 夹 紧 固定 ， 
以 及 车 刀 固 定 在 刀 架 上 等 ， 这 些 物 体 所 受 的 约束 都 是 固定 端 约束 (或 插入 端 约束 ) 。 图 4. 13 
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图 4. 13 


(b) 是 固定 端的 简化 表示 法 。 这 类 约束 的 约束 反 力 是 分 布 在 接触 面 上 的 平面 一 般 力 系 ， 如 
图 4.13(c) 所 示 。 若 将 此 力 系 向 A 点 简化 ， 则 得 到 一 个 约束 反 力 Fs (通常 用 两 个 互相 重 直 
的 分 力 Fs, 、FA, 表 示 ) 和 一 个 反 力 偶 矩 Ms [图 M713(d)]。 

(2) 画 受 力图 。 车 刀 在 切削 力 RE 和 固定 端 约束 反 力 下 、FA, 及 约束 反 力 偶 矩 
MA 的 作用 下 平衡 [图 4. 13(e)] 。 

(3) 选择 坐标 轴 ， 如 图 4.13(e) 所 示 ， 列 平衡 方程 


ZF,=0, FREE (a) 
ZF,=0, . FoF,=0 (b) 
EM(F)S0 M+F, :l=0 (c) 
由 式 (a) 解 得 
FA 一 一 下 ,一 一 7. 2kN 
由 式 (b) 解 得 
Fa,=F,=18kN 
由 式 (c) 解 得 


Ms=—F, .l=—1.08kN. m 
FA 为 负 值 ， 表 示 假 设 的 指向 与 实际 的 指向 相反 。MA 为 负 值 ， 表 示 假 设 的 转向 与 实际 
的 转向 相反 ，MA 为 顺 时 针 转 向 。 


| 4. 6 平面 平行 力 系 的 平衡 方程 











在 工程 中 经 常会 遇 到 平面 平行 力 系 问题 。 所 谓 平 面 平 行 力 系 ， 就 是 各 力 的 作用 线 都 在 
同一 平面 内 且 互 相 平行 的 力 系 。 平 面 平行 力 系 是 平面 一 般 力 系 的 一 种 特殊 情况 ， 所 以 ， 它 
的 平衡 方程 可 直接 根据 平面 一 般 力 系 的 平衡 方程 导出 。 设 物体 受 平面 平行 力 系 F， 
F,，…。 下 , 的 作用 (图 4. 14) 。 若 取 Ox 轴 与 力 系 科 直 ， 显 然 ， 不 论 力 系 能 否 平衡 ， 各 力 在 
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y 工 轴 上 的 投影 恒 等 于 零 ， 即 了 F, 二 0。 判 断 力 系 能 否 平衡 ， 只 
需 确定 力 系 在 y 轴 上 的 投影 的 代数 和 和 对 平面 内 任 一 点 的 力 矩 
的 代数 和 是 否 等 于 零 即 可 ， 因 此 平面 平行 力 系 的 平衡 方程 为 
po 一 
ye | (4 -9) 
EMo(F)=0 
、 即 平面 平行 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 力 系 中 各 力 


在 不 与 力作 用 线 垂直 的 坐标 轴 上 投影 的 代数 和 等 于 零 及 各 力 
对 任 一 点 力矩 的 代数 和 等 于 零 。 
平面 平行 力 系 的 平衡 方程 也 可 用 二 算式 形式 表示 
EM(F)=0 
CE) 
其 中 A、B 两 点 的 连 线 不 能 与 各 力 的 作用 线 平行 。 
由 此 可 见 , 平面 平行 力 系 的 平衡 方程 只 有 两 个 ， 因 此 最 多 只 能 求 出 两 个 未 知 量 。 
例 4.7 塔 式 起 重 机 机 架 重 为 P， 其 作用 线 离 右 轨 B 的 距离 为 <， 轨 距 为 ，， 最 大 载重 
Pi 离 厂 轨 的 最 大 距离 为 ,平衡 配 重 P, 的 作用 线 离 左 轨 A 的 距离 为 a [图 4.15(a)]。 和 欲 
使 起 重 机 满载 及 空 载 时 均 不 翻 倒 ， 求 平衡 配 重 的 重 其 P, 。 























(4 一 10) 































dN 





XX 


A 





图 4.15 


解 : (1) 先 研 究 满载 时 的 情况 。 此 时 ,作用 在 起 重 机 上 的 力 有 P、P、P;、F、 和 Fs 
[图 4.15(b)]。 若 起 重 机 在 满载 时 翻 倒 ， 将 绕 B 点 顺 时 针 转 动 ， 若 保证 不 翻 倒 ， 那 么 起 重 
机 所 受 的 力 必须 满足 平衡 方程 Ms(F) 二 0， 在 临界 条 件 下 ，F。 二 0， 这 时 求 出 的 P, 值 是 
所 允许 的 最 小 值 。 

EMs(F)=0, Psmn (atb)—P*e—Pl=0 (a) 
得 
PetPil 
站 寺 名 

(2) 再 研究 空 载 时 的 情况 。 此 时 ,作用 于 起 重 机 上 的 力 有 P、P;、F、 和 Fs。 若 起 重 
机 在 空 载 时 翻 倒 ， 将 绕 A 点 逆 时 针 转 动 ， 为 了 保证 不 翻 倒 ， 在 临界 条 件 下 ，Fs 二 0， 这 时 
求 出 的 P, 值 是 所 允许 的 最 大 值 。 
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DMF)=0; Pswx * a—P(b+e)=0 (b) 
得 
Pp,, —_P(bte) 
~ a 


起 重 机 不 翻 倒 时 ,平衡 配 重 P, 应 满足 的 条 件 为 
Pe 十 PP <P(bte) 
atb ’ a 








| 4. 7 静 定 与 超 静 定 问题 简介 


对 于 不 同 的 力 系 所 能 够 列 的 独立 平衡 方程 的 数目 都 是 一 定 的 : 比如， 对 于 平面 汇 交 力 
系 可 以 列 出 两 个 独立 平衡 方程 ， 对 于 平面 力 偶 系 可 以 列 出 一 个 独立 平衡 方程 ， 对 于 平面 一 
般 力 系 可 以 列 出 3 个 独立 平衡 方程 。 因 此 ， 对 于 不 同 的 力 系 所 能 够 解 出 来 的 未 知 数目 也 是 
一 定 的。 如 果 所 研究 的 问题 属于 某 种 力 系 ， 未知 量 的 个 数 正 好 等 于 这 种 力 系 所 能 列 的 独立 
平衡 方程 的 数目 ， 则 由 平衡 方程 就 能 把 所 有 的 未 知 量 求 出 ， 这 样 的 问题 属于 静 定 问题 。 如 
果 某 种 力 系 的 未 知 量 超过 了 这 种 力 系 所 能 列 的 独立 平衡 方程 数目 ， 显 然 仅 用 平衡 方程 是 无 
法 求 出 全 部 未 知 量 的 ， 这 类 问题 属于 超 静 定 问题 。 此 外 ， 超 静 定 还 有 关于 次 数 的 问题 ,未 
知 量 的 个 数 比 所 能 列 的 独立 平衡 方程 的 个 数 多 “ 几 个 "， 就 称 为 “ 几 次 ” 超 静 定 。 到 目前 
为 止 ， 前面 所 举 的 所 有 例子 都 是 静 定 问题 。 在 工程 实际 中 有 时 为 了 提高 结构 的 刚度 和 坚 
固 性 ,不 得 不 采用 超 静 定 结构 。 

必须 指出 ， 超 静 定 问题 并 不 是 不 能 解决 的 问题 “而 只 是 不 能 仅 用 平衡 方程 来 解决 的 问 
题 。 这 是 因为 在 静 力 学 中 将 物体 抽象 为 刚体 ,不 考虑 物体 的 变形 ， 如 果 考 虑 到 物体 受 力 后 
的 变形 ， 找 出 变形 和 力 之 间 的 关系 , 列 出 补充 方程 ， 超 静 定 问题 是 可 以 解决 的 。 显 然 ， 
属于 几 次 超 静 定 就 得 建立 几 个 补充 方程 : 也 就 是 说 平衡 方程 的 个 数 加 上 补充 方程 的 个 
数 应 该 等 于 未 知 量 的 个 数 。 具 体 如 何 建立 补充 方程 将 在 材料 力学 部 分 去 研究 。 

下 面 分 别 举 一 个 静 定 和 一 个 超 静 定 的 例子 ， 在 图 4. 16 所 示 的 简 支 梁 中 ,约束 反 力 有 3 
个 。 因 此， 根据 平面 一 般 力 系 的 3 个 平衡 方程 就 能 全 部 解 出 ， 这 是 静 定 问 题 。 而 在 图 4. 17 
所 示 的 粱 中， 有 4 个 未 知 量 . 却 只 有 3 个 独立 的 平衡 方程 ， 属 于 一 次 超 静 定 问题 。 


























图 4. 16 
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| 4. 8 物体 系统 的 平衡 问题 


工程 结构 往往 都 是 由 许多 构件 通过 一 定 的 连接 方式 而 形成 的 一 个 整体 ， 这 个 整体 称 为 
物体 系统 。 研 究 物体 系统 的 平衡 问题 时 ， 不 仅 要 研究 系统 以 外 的 物体 对 系统 的 作用 ， 同 时 
还 要 研究 物体 系统 内 部 各 物体 之 间 的 相互 作用 。 

当 物 体系 统 平衡 时 ,组 成 该 系统 的 每 一 个 物体 都 处 于 平衡 状态 。 判 断 物体 系统 是 否 静 
定 的 问题 较为 复杂 。 对 于 每 一 个 受 平面 一 般 力 系 作 用 的 物体 ， 均 可 写 出 3 个 平衡 方程 。 如 
物体 系统 由 个 物体 组 成 ， 则 共有 3n 个 独立 方程 。 当 系统 中 的 未 知 量 数目 等 于 独立 平衡 
方程 的 数 日 时 ， 则 所 有 未 知 量 都 能 由 平衡 方程 求 出 ， 这 时 系统 属于 静 定 的 ; 反之 属于 超 静 
定 系统 。 

由 于 物体 系统 是 由 许多 物体 组 成 的 ， 因 此 ， 解 物体 系统 的 平衡 问题 时 ， 就 有 一 个 选择 
研究 对 象 的 问题 。 有 时 可 以 先 取 整体 ， 后 取 部 分 ， 有 了 时 可 以 先 取 部 分 ， 后 取 整 体 ， 总 之 
选择 的 思路 是 ， 先 选取 运用 平衡 方程 能 确定 某 些 未知 基 的 部 分 为 研究 对 象 。 

下 面 举例 说 明 物体 系统 平衡 问题 的 解法 。 

例 4.8 图 4.18 所 示 的 构架 由 直角 弯 标 :AEC 和 直 杆 CB 组 成 ,不 计 各 杆 自重 ,荷载 
分 布 及 尺寸 如 图 4. 18(a) 所 示 。 已 知 gv& 下 二 V2qa、M 二 2ga* 及 0 一 45"， 试 求 固定 端 A 
的 约束 反 力 下 As 、FA 及 反 力 偶 MA 

解 : (1) 先 判断 物体 系统 是 否 是 静 定 系统 。 

物体 系统 由 两 部 分 组 成 具有 6 个 独立 平衡 方程 及 6 个 未 知 量 ， 它 是 静 定 系统 。 

(2) 恰当 地 选取 研究 对 象 。 

若 选取 整体 为 研究 对 象 ， 它 有 3 个 独立 平衡 方程 ,但 有 4 个 未 知 量 ， 不 能 求 出 周 定 端 
A 的 全 部 未 知 办 。 为 此 ， 先 选 杆 CB 为 对 象 ” 求 出 Fs。 再 选 整个 系统 为 研究 对 象 ， 求 出 A 
处 的 约束 反 力 。 






































图 4. 18 


第 4 前 ”平面 一 般 力 系 





(3) 先 对 CB 杆 进行 研究 。 

杆 CB 受 平面 力 偶 系 作用 处 于 平衡 ，B 为 可 动 铵 支 座 ， 从 而 确定 Fs 和 Fe。 的 方向 
(图 4.18(b))。 

列 平衡 方程 : 











EM=0, Fs*a—M=0 (a) 
由 式 (a) 得 


B= M08 
a 


(4) 再 对 整个 系统 进行 研究 。 

作用 在 物体 系统 上 的 主动 力 为 下、 分 布 荷载 合力 F, 及 力 偶 M， 约束 反 力 有 B 处 的 
Fes，A 处 的 了 ws、FA: 及 MA [图 4.18(c)]。 

按照 例 4. 1 中 的 分 析 ， 分 布 荷载 合力 F, 的 方向 与 分 布 荷载 相同 ， 作 用 在 D 点 ， 大 小 
为 三 角形 的 面积 。 








F,=Tg(6a) =36x 





2 
AD= 二 4AE= 二 6) 一 2a 
列 平面 一 般 力 系 平衡 方程 
EF,S0、 PAF—Fcos45°=0 (b) 


由 式 (b) 得 
Fr:=—F+Fcos45"=—2ga 
负 号 表示 Fa 的 指向 与 假设 方向 相反 。 
ZF,=0, PiFFs—Fsin45"=0 (c) 
由 式 (c) 得 
F 必 一 一 Fe 十 Fcos45 "一 一 qa 
负 号 表示 Fs, 的 指向 与 假设 方向 相反 。 
EMA(F)=0 
Ma—M—F(2a)+Fs(3a)—Fsind* at+Fcos0(6a)=0 (d) 
由 式 (d) 得 
Ma =—3ga’ 
负 号 表示 MA 的 转向 与 图 4. 18 所 示 的 假设 方向 相反 。 
例 4.9 组 合 梁 AB 和 BC 在 也 点 铵 接 ，C 为 固定 端 [图 4.19(a)]。 若 M20kN，m， 
gq 三 15kN/m,， 试 求 A、B、C 这 3 点 处 的 约束 反 力 。 
解 : (1) 判断 物体 系统 是 否 是 静 定 系统 。 
梁 ABC 有 6 个 未 知 量 和 6 个 独立 平衡 方程 系统 静 定 。 
(2) 恰当 地 选取 研究 对 象 。 
先 选 AB 部 分 进行 研究 ， 画 出 AB 的 受 力 图 [图 4.19(b)]， 由 平面 平行 力 系 平衡 条 件 
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(a) 




















(b) (©) 
图 4.19 


可 以 确定 Fs 的 方位 。 列 平衡 方程 


EM (F)=0, X3FhY2F,=0 (a) 
了 Ms (F)&9, \73F,+F,=0 (b) 
其 中 ， 
Fi=BE. g=30kN 
由 式 (a) 得 
Fn 一 Es =20kN 
由 式 (b) 得 
Fs = =10kN 


(3) 再 选 BC 部 分 进行 研究 。 
画 出 BC 部 分 的 受 力图 ， 如 图 4. 19(c) 所 示 ， 列 平衡 方程 























EMc(F)=0, 2 有 十 1.5F: 十 M 十 Me 一 0 (c) 
EMs(F)=0, 2Fc, 一 0.5F: 十 M 十 Me 一 0 (d) 
ZF,=0, Fc,=0 (e) 
其 中 , F,=BD，g=lmX15kN/m=15kN 
由 式 (c) 得 
Me 2F4 一 M 一 1.5XF。 2mX20kN 一 20kN。m 一 1. 5mX15kN。m 
一 一 82. 5kEN. m 
由 (d) 式 得 








Fo,= 3 (0. 5F,—Me M)=&[0. 5mX15kN—(—82. 5kN + m)—20kN . m]=35kN 


例 4.10 图 4.20(a) 所 示 为 一 井 架 ， 它 由 两 个 枯 架 组 成 ,在 C 处 用 圆柱 铵 链 连接 。 两 
检 架 的 重心 各 在 C! 和 C: 点 ,它们 的 重量 各 为 P,=P:=Pu,， 在 左边 桥架 上 作用 着 水 平 风 
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力 下 。 尺 十 上、 五 、 姑 和 wa 均 已 知 , 求 A、B、C 这 3 点 处 的 约束 反 力 。 








图 4. 20 


解 : (1) 判断 物体 系统 是 否 是 静 定 系 统 。 

物体 系统 由 两 部 分 组 成 ， 共 有 6 个 约束 反 力 ， 可 列 出 6 个 独立 平衡 方程 。 因 此， 系统 
是 静 定 的 。 

(2) 恰当 地 选取 研究 对 象 。 

本 题 从 表面 看 不 论 选 左边 、 选 右边 还 是 选 整体 ， 都 是 4 个 未 知 数 ， 而 平衡 方程 只 有 3 
个 ， 看 似 无 法 下 手 。 其 实 本 题 有 一 个 特点 ”就 是 A、B 两 支 座 在 一 条 水 平 线 上 ， 这 样 对 A 
点 取 和 矩 ， 没有 Fs,， 对 B 点 取 算 , 没有 TF,。 基 于 此 种 原因 ， 本 题 应 先 取 整体 为 研究 对 象 ， 
画 出 受 力图 ， 如 图 4. 20(b) 所 示 。 列 平衡 方程 




















EMA(F)=0% Fs,*l—Pia—PBs (l=a)—F.h=0 (a) 
EM, (F)=0, FA,。! 一 Fo 二 Pi (Ll—a)+P;, .a=0 (b) 
ZF,=0, Pe +Fst+F=0 (c) 
由 式 (a) 得 
由 式 (b) 得 
i P= 


由 式 (c) 和 暂时 还 解 不 出 F、,、Fs, 但 找 出 了 它们 之 间 的 关系 。 
(3) 再 取 BC 为 研究 对 象 ， 此 时 C 点 的 约束 反 力 成 为 外 力 ， 必 须 画 出 ， 受 力图 如 
图 4. 20(c) 所 示 。 列 平衡 方程 




















FMF)=0, Fo 二 +Fu * H-P,( Sa)=0 < 
ZF,=0, Fa. 十 Fe 一 0 (e) 
ZF,=0, Fw 十 Fow 一 Pi 一 0 (f) 
将 Fs, 代 入 式 (d) 得 
1 1 1 1 | 
Fa 言 [2:( 寺 «) Fs 全 | 317 (2Puat Fh) 
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由 式 (e) 得 





Fe 一 一 5 = (2Poat Fh) 


将 Fs, 代 入 式 (f) 得 
Fo=P 一 Fs 一 一 华 


再 将 Fis, 代入 式 (c) 得 








Fa ——Fs,—F=—2(2PoatFh—2FH) 


Fe  、Fe, 为 负 值 表示 假设 的 方向 与 实际 方向 相反 。 

归纳 以 上 例题 得 出 求解 物体 系统 平衡 问题 的 要 点 如 下 。 

(1) 判断 物体 系统 是 否 属于 静 定 系统 。 

当 物 体系 统 的 未 知 量 的 总 数 等 于 物体 系统 独立 平衡 方程 的 总 数 时 ， 物 体系 统 为 静 定 系 
统 。 关 键 是 要 正确 计算 这 两 种 总 数 。 

@ 将 物体 系统 拆 成 一 个 个 单个 的 物体 ， 计算 每 个 物体 的 未 知 量 及 独立 平衡 方程 的 数 
目 ， 再 求 和 。 

@ 对 于 圆柱 铵 链 约 束 反 力 一 律 视 为 两 个 未 知 量 ， 固 定 端 约 束 反 力 一 律 视 为 3 个 未 
知 量 。 

(2) 恰当 地 选择 研究 对 象 。 

以 解 题 简 便 为 原则， 先 选择 受 力 情 况 简单 而 且 独 立 平衡 方程 的 个 数 与 未 知 量 的 个 数 相 
等 的 部 分 或 整体 为 研究 对 象 : 

(3) 受 力 分 析 。 

@ 首先 从 二 力 构 件 入 手 ， 可 使 受 力 图 比较 简单 < 

@ 解除 约束 时 ;要 严格 按照 约束 的 性 质 画 出 约束 反 力 ,切忌 赁 主观 想象 画 力 。 

@ 夯 受 力图 时 ， 内 力 不 画 ， 遇 到 圆 桩 匀 链 约束 ， 除 二 力 构件 外 ,通常 都 用 两 个 分 力 
表示 约束 反 力 。 

@ 两 个 物体 间 的 相互 作用 力 必 须 符 合作 用 与 反作用 定律 。 

(4) 列 平衡 方程 ,求解 未 知 量 。 

a 列 出 恰当 的 平衡 方程 ， 避 免 在 方程 中 出 现 不 需要 求 的 未 知 量 。 要 灵活 运用 力矩 方 
程 ， 恰当 选择 两 个 未 知 力 的 交点 为 矩 心 ， 所 选 的 坐标 轴 应 与 较 多 的 未 知 力 垂 直 。 

@ 解 题 时 先 从 未 知 量 最 少 的 方程 入手， 尽量 避免 解 联 立方 程 。 

@ 如 果 求 得 的 约束 反 力 或 反 力 偶 矩 为 负 值 ， 表 示 力 的 指向 或 力 偶 的 转向 与 受 力图 中 
的 假设 方向 相反 。 用 它 求解 其 他 未 知 量 时 ， 应 连同 其 负 号 一 起 代入 其 他 平衡 方程 。 
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在 工程 中 ,房屋 建筑 、 桥 粱 、 起 重 机 、 油 田 井 架 、 电 视 塔 等 结构 物 常 用 术 架 结构 。 术 
架 是 一 种 由 杆 件 在 两 端 用 铵 链 连接 而 成 的 结构 ， 它 在 受 力 后 几何 形状 不 变 。 如 术 架 所 有 的 
杆 件 都 在 同一 平面 内 ， 这 种 检 架 称 为 平面 检 架 。 检 架 中 杆 件 的 接头 称 为 节点 。 图 4. 21 为 
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枯 架 结构 的 简 图 。 c 要 J 

析 架 的 优点 是 : 杆 件 主要 承受 拉力 或 压 
力 ， 可 以 充分 发 挥 材料 的 作用 ， 节 约 材 料 ， 减 
轻 结 构 的 重量 。 

为 了 简化 枯 架 内 力 的 计算 ， 在 工程 实际 中 
采用 以 下 几 个 假设 。 

(1) 枯 架 的 杆 件 都 是 直 的 。 

(2) 杆 件 用 光滑 的 贸 链 连接 。 

(3) 枯 架 所 受 的 力 都 作用 在 节点 上 ， 而 且 在 枯 架 的 平面 内 。 

(4) 术 架 的 自重 忽略 不 计 ， 或 平均 分 配 在 节点 上 。 

这 样 的 术 架 称 为 理想 析 架 。 

实际 的 检 架 显然 与 上 述 假设 有 差别 ， 如 检 架 的 节点 不 是 贸 接 的 ， 杆 件 的 中 心 线 也 不 可 
能 是 绝对 直 的 。 但 在 工程 实际 中 ， 上 述 假设 能 够 简化 计算 x 而且 所 得 的 结果 能 满足 工程 实 
际 的 需要 。 有 了 这 些 假设 ， 术 架 中 的 杆 件 都 可 以 看 成 是 二 力 杆 ， 所 以 它们 所 受 的 力 必 然 沿 
杆 轴 线 方向 ， 不 是 受 拉 就 是 受 压 。 

本 节 将 介绍 两 种 计算 柏 架 内 力 的 方法 : 节点 法 和 截面 法 。 
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图 4.21 





4.9.1 节点 法 


例 4. 11 某 顶 架 结构 如 图 4. 到 所 示 ， 已 知 Fp 一 FEED，P 一 P 王 Fe 一 Fh 一 有 一 
2Fb， 几 何 尺寸 如 图 4. 22 所 示 从 用 节点 法 求 1 至 6 各 杆 的 内 力 。 


CL 6 FE Fm ig 







Fas| Fo Fol Ful Fx 


中 Ha 


(a) 


Fr 
2a 








(d) 


图 4.22 


解 : (1) 先 求 约束 反 力 。 取 整个 术 架 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 4. 22(a) 所 示 。 列 了 
方程 求 出 FA 和 Fi。 也 可 根据 对 称 性 直接 求 得 

Fa FB(Fnt FtFotFstFutFrt Fn) -让 (2X Fr +5X2F) —6F, 

(2) 求 杭 架 各 杆 的 内 力 。 节 点 法 就 是 假想 的 用 一 截面 把 节点 从 整体 中 截 出 来 ， 画 出 节 
点 的 受 力图 。 作 用 在 节点 上 的 力 有 被 截断 杆 的 内 力 ， 外 荷载 和 支 座 反 力 ， 它们 组 成 一 个 于 
面 汇 交 力 系 。 因 此 ， 用 节点 法 求 内 力 实际 上 就 是 求解 平面 汇 交 力 系 的 平衡 问题 。 


已 
亿 
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解 题 时 ， 应 先 从 只 含 两 个 未 知 内力 的 节点 开始 截 起 ， 列 平衡 方程 ， 依 次 求解 。 


本 题 应 先 从 节点 A 开始 截 起 。 可 先 假设 各 杆 均 受 拉力 ,节点 A 的 受 力图 


所 示 。 选 坐标 系 Ary， 列 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 


























EF,=0; 已 十 2 一 
VU Fay 
BF,=0; Fa—F+ 3a hp, 
Va Tay 
由 式 (b) 得 
F, Se (Fu 一 PFA) 一 一 6. 01Fe( 压 力 ) 
由 式 (a) 得 


2a 
V(2a) 十 (3a) 


其 次 ， 选 节点 B 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 4. 22Ce) 所 示 ， 列 平衡 方程 


已 一 3.33Fe( 拉 力 ) 
































ZF,=0M RF:=0 
EF\0) F,—Fs=0 
由 式 (c) 得 
FF 一 及 一 忆 一 3.33FX 拉 力 ) 
由 式 (d) 得 
F, =Es =2F, 
最 后 ， 选 节点 ;C 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 村 22(d) 所 示 ， 列 平衡 方程 
2 2 
BF,=0; Fi+- 生 已 一 二 =0 
Vli3 Vi3 
EF,=0; —F'—2F, SF! 
M3 Ms 
由 式 (f) 得 
F Pa V3p, 6.01Fe) M3 x2Fe=3. 61Fs 
由 式 (e) 得 
2 1 2 
Fs (FI—F;) 《=6.01—3.618 33 


在 计算 结果 中 ， 内 力 为 正 值 表 示 杆 受 拉力 ， 反 之 表示 杆 受 压力 。 


4.9.2 ”截面 法 


例 4. 12 用 截面 法 求 例 4. 11 中 第 14 杆 的 内 力 。 











4. 22(b) 





如 图 








(a) 


(b) 


(c) 
(d) 


(Ce) 


(全 


(拉力 ) 


(压力 ) 


第 4 章平 面 一 般 力 系 





解 : (1) 求 支 座 反 力 ， 见 例 4. 11。 

(2) 假想 的 用 一 截面 mn 将 杆 12、13、14 截 和 AN 
断 ， 取 右 侧 梅 架 为 研究 对 象 ， 并 假设 各 杆 均 受 拉力 ， 
其 受 力图 如 图 4. 23 所 示 。 它 是 一 个 平面 一 般 力 系 ， 
可 列 3 个 平衡 方程 , 求 出 Ps 、F,、Fu 这 3 个 未 知 个 一 一 
量 , 但 本 题 只 要 求 Fu 一 个 未 知 数 ， 所 以 只 列 一 个 方 
程 即 可 。 
FMA(F)=0; Fi。3a 一 Fkg。2a 一 Fm4a 十 Fu4a 一 0 




















(a) 
解 得 图 4.23 
Fu = (2Fk+4Fm—4F.)—(2X2F+4X Fr 4X6FpJ 关 全 5. 33FP (压力 ) 


用 截面 法 解 题 时 ， 每 次 截断 未 知 内 力 的 杆 件 不 能 超过 3. 根 ， 因 为 平面 一 般 力 系 只 能 列 
3 个 独立 平衡 方程 ,求解 3 个 未 知 量 。 

求 平 面 梅 架 杆 件 内 力 的 要 点 如 下 。 

(1) 节点 法 。 

@ 先 选 只 例 两 根 杆 的 节点 为 研究 对 象 ， 然 后 逐个 取 仅 含 两 个 未 知 内 力 的 杆 件 的 节点 
为 研究 对 象 。 

加 画 受 力图 时 ， 假 设 各 杆 都 受 拉 为 ， 指 向 背离 节点 ~ 每 个 节点 的 受 力图 都 属于 平面 
汇 交 力 系 。 

图 对 于 每 个 节点 ， 可 列 两 个 平衡 方程 ， 求 得 两 个 未 知 量 ， 结 果 为 正 值 ， 表 示 此 杆 受 
拉力 ， 反 之 ， 表 示 此 杆 受 压力 。 

团 当 内 力 为 负 值 时 ， 不必 在 受 力 图 让 更 改 此 内 力 的 指向 ， 只 需 在 之 后 的 计算 中 将 求 
得 的 内 力 值 连同 负 号 一 起 代入 ， 这 相当 于 自动 更 正 了 相应 内 力 的 指向 。 

(2) 截面 法 

@ 假想 的 用 一 截面 把 桥架 截断 ， 使 桥架 分 成 两 部 分 ， 通 常 截断 的 未 知 内 力 的 杆 件 不 
超过 3 根 ， 选 择 其 中 的 一 部 分 梅 架 为 研究 对 象 。 

@ 画 受 力图 时 ,假设 各 杆 内 力 均 为 拉力 ， 画 出 的 受 力图 属于 平面 一 般 力 系 ， 可 列 3 
个 平衡 方程 ,求解 3 个 未 知 量 。 

图 关于 内 力 的 正 负 号 ,意义 与 节点 法 一 样 。 
































本 章 用 解析 法 研究 了 平面 一 般 力 系 的 简化 与 平衡 。 以 力 的 平移 定理 为 基础 ， 将 平面 一 
般 力 系 向 平面 内 任 一 点 简化 ， 得 到 一 个 主 矢 下 和 一 个 主 矩 Mo， 从 而 建立 了 平面 一 般 力 系 
的 平衡 条 件 和 平衡 方程 。 

1. 力 的 平移 定理 

力 平移 时 必须 附加 一 个 力 偶 ， 附 加 力 偶 矩 等 于 原 力 对 新 作用 点 的 力矩 。 
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2. 平面 一 般 力 系 的 简化 
(1) 简化 过 程 : 
ee /全 成 主 矢 Fk 
平面 汇 交 力 系 (F, Fi, 到) 人 
平面 一 般 力 系 ER 一 之 下 
ey 
(Fs，…，,) | 平面 力 偶 系 (F!,F7), (Fl, PF) (Fl, Fr 
向 一 点 O 简化 “| 主 矩 M。 
Mo= ET Mo (FE ) 
(2) 简化 结果 ， 见 表 4 一 1。 
表 4-1 简化 结果 
主 矢 主 短 合成 结果 说 明 
Mo=0 合力 合力 作用 线 通过 简化 中 心 
Fh#0 K [Mo| 
Mo 天 0 合力 简化 中 心 笃 合力 作用 线 的 距离 4 一- 中 六 
Mo#0 力 侦 力 偶 年 等 于 主 矩 Mu， 与 简化 中 心 的 位 置 无 关 
一 ( 
Mo=0 平衡 











3. 平面 一 般 力 系 平衡 方程 的 三 种 形式 




















ZF,.=0 
(1) 基本 形式 : ZF,=0 | 
EMo(F)=0 
>F,=0( 或 F,=0) 
(2) 二 和 矩 式 》 EM(F)=0 | 
SMs(F)=0 
其 中 A、B 两 点 的 连 线 不 能 与 x 轴 ( 或 > 轴 ) 垂 直 。 
EM (F)=0 
(3) 三 矩 式 ， St 
EMc(F)=0 
其 中 A、B、C 不 能 选 在 同一 直线 上 。 
4. 平面 平行 力 系 平衡 方程 的 两 种 形式 
(1) 基本 形式 0 
> Sono 
> 轴 不 垂直 于 力作 用 线 
EMA(F)=0 
(2) 二 矩 式 
| 





64 


Ph A、B 两 点 的 连 线 不 能 与 各 力 的 作用 线 平 行 。 


村 4 剖 ”平面 一 般 力 系 


5. 平面 梅 架 内 力 计 算 的 两 种 方法 ( 表 4-2) 
表 4-2 平面 格 架 内 力 计算 方法 


























方法 名 称 研究 对 象 受 力 图 平衡 方程 
ZF,=0 

节点 法 节点 平面 汇 交 力 系 I 
F,=0 
ZF,=0 
截面 法 一 部 分 术 架 平面 一 般 力 系 ZF,=0 
EMo(F)=0 

思 考题 


1. 司机 操纵 方向 盘 驾 驶 汽车 时 ， 可 用 双手 对 方向 盘 施 加 一 个 力 偶 ， 也 可 用 单 手 对 方 
向 盘 施 加 一 个 力 ， 采 用 这 两 种 方式 能 和 否 达到 同样 的 效果 ? 这 是 否 说 明 一 个 力 与 一 个 力 偶 等 
效 ? 为 什么 ? 

2. 将 图 4. 24(a) 中 的 力 F 向 B 点 平移 ; 其 附加 力 偶 如 图 4.24(b) 所 示 ， 对 不 对 ? 为 
什么 ? 

3， 先 将 图 4. 25 中 作用 于 万 点 的 力 正 平移 至 下 点 成 为 下 ， 附 加 相应 的 力 偶 ， 然 后 求 
匀 链 C 的 约束 反 力 ， 对 不 对 ?为 什么 ? 






M=—Fed 


oOo4 





图 4.24 图 4.25 


4. 组 合 梁 如 图 4. 26 所 示 ， 解 题 时 需 选 取 梁 CD 为 研究 对 象 画 受 力图 ， 试问 应 如 何 处 
理 作用 在 销 钉 C 上 的 力 F,? 

5. 边 长 为 a 的 等 边 刚体 三 角形 ABC 的 3 个 顶点 上 ,分别 沿边 作用 着 3 个 大 小 相等 的 力 
局 二 F, 王 F, 一 F,， 如 图 4.27 所 示 。 将 此 力 系 向 三 角形 中 心 O 简化 ， 得主 矢 Fr 一 
主 矩 Mo 一 

6. 力 Fl 、F,、F;， 分别 作用 在 物体 上 A、B、C 3 点 . 它们 的 大 小 正好 和 3 点 间 的 距 
离 AB、BC、CA 成 正比 (图 4.28)，AABC 表示 由 Fi、F,、F; 组 成 的 封闭 的 力 三 角形 。 
试问 此 物体 是 否 平衡 ? 

7. 作用 在 正方 形 薄板 上 A、B、C、D 和 已 点 的 4 个 力 组 成 的 力 系 如 图 4. 29 所 示 ， 且 
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五 二 Fi 二 V2F，F, 二 Fs 二 FF。 试问 力 系 分 别 向 C 点 和 日 点 简化 ,结果 是 什么 ? 两 者 是 否 
等 效 ? 为 什么 ? 





图 4.28 图 4.29 


4-1 已 知 F=60N, F;=80N, F,=150N, M=100N. m, 
转向 为 逆 时 针 ，0 二 30"， 图 中 距离 单位 为 m。 试 求 图 4.30 中 
力 系 向 O 点 简化 的 结果 及 最 终结 果 。 

4-2 试 求 图 4. 31 各 梁 或 刚 架 的 支 座 反 力 。 

4 一 3 试 求 图 4. 32 各 梁 的 支 座 反 力 。 

4 一 4 各 刚 架 的 载荷 和 尺寸 如 图 4. 33 所 示 ， 图 (c) 中 M: > 
图 4.30 Mi ， 试 求 刚 架 的 各 支 座 反 力 。 











已 


[3 
四 
时 

局 





图 4.31 


“融入 。 平面 一 般 力 系 





(©) oD 


图 4.31 ( 续 ) 





6a 








(a) (b) 


图 4. 33 
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| 
(9) (d) 
图 4.33( 续 ) 
4-5 起 重 机 简 图 如 图 4. 34 所 示 , 已 知 FI、F,、a、b5 及 c，, 求 向 心 轴承 A 及 向 心 推 
力 轴承 B 的 反 力 。 
4-6 在 汽车 式 起 重 机 中 ， 车 重 P, 二 26kN， 起 重 辟 CDE 重 P,=4.5kN， 起 重 机 旋 
转 及 固定 部 分 重 P, 二 31kN， 作 用 线 通 过 B 点 ,几何 尺 寸 如 图 4.35. 所 示 ， 这 时 起 重 臂 在 该 











起 重 机 对 称 面 内 ， 求 最 大 起 重量 P，.。 








NG 
1.8m 2m 2.5m 3m 


图 4.34 图 4.35 





4-7 已 知 a、g 和 M, 不 计 梁 重 。 试 求 图 4. 36 所 示 各 连续 梁 在 A、B 和 C 处 的 约束 反 力 。 


& 妇 
8 49 各 A 如 
9 B : 


2a 24 a a 24 
(a) (b) 
少 M Z M 
AZ B py B 
i 
E 多 
4 
a a 24 2a a a 
(0) (yd) 
图 4. 36 


平面 一般 力 系 


4-8 各 刚 架 的 载荷 和 尺寸 如 图 4. 37 所 示 ， 不 计 刚 架 质量 ， 试 求 刚 架 上 各 支 座 反 力 。 





图 4.37 


4-9 如 图 4.38 所 示 ， 起重机 在 连续 梁 上 , 已 知 P,=10kN, >P,=50kN， 不 计 梁 质 
量 , 求 支 座 A、B 和 的 反 力 。 

4-10 如 图 4.39 所 示 ， 厂 房 房 架 是 由 两 个 刚 架 AG 和 ,BC 用 久 链 连接 组 成 的 ，A 与 
B 两 镑 链 固 结 于 地 基 上 ， 吊车 梁 在 房 架 突出 部 分 D 和 罗 下。 已 知 刚 架 重 G1 二 Gs 二 60kN， 
吊车 桥 重 了 二 20kN， 载 荷 W==10kN， 风 力 下 =1IOKNY 几何 尺寸 如 图 4. 39 所 示 。D 和 已 
两 点 分 别 在 力 G, 和 G; 的 作用 线 上 。 求 贸 链 (人 B 和 C 的 反 力 。 














图 4.39 


4 一 11 桥 式 起 重 机 机 架 的 尺寸 如 图 4. 40 所 示 。F 二 100kN，Fu 二 50kN， 试 求 各 杆 内 力 。 
4-12 如 图 4.41 所 示 ， 屋 架 术 架 的 载荷 Fe 二 Fe 二 Fo 二 让 二 Fi 十 几何 尺寸 也 在 
图 4.41 上 给 出 。 试 求 杆 1、2、3、4、5 和 6 的 内 力 。 

















第 由 癌 
摩 控 


【教学 提示 】 

本 章 主要 研究 摩擦 问题 ， 其 分 滑动 摩擦 和 滚动 摩擦。 滑动 摩擦 又 分 静 滑动 摩擦 和 动 滑 
动 摩擦 ， 重 点 是 静 滑 动 摩擦 。 然 后 介绍 静 滑 动 摩擦 定律 ， 摩 擦 角 与 自 锁 现 象 ， 最 后 简介 滚 
动 摩擦 。 

【学 习 要 求 】 

通过 本 章 的 学 习 ， 了 和 解 静 滑 动 摩擦 的 规律 ， 记 住 最 大 静摩擦 力 的 计算 公式 。 重 点 是 党 
握 考 虑 摩擦 时 平衡 问题 的 计算 ,理解 摩擦 角 的 概念 与 自 锁 现象 ， 了 解 滚动 摩擦 的 有 关 


概念 。 


| 5. 1 工程 中 的 摩擦 问题 


在 前 几 音 中， 忽略 了 摩擦 的 影响 ， 把 物体 之 间 的 接触 表面 都 看 做 是 光滑 的 。 但 
是 ,完全 光滑 的 表面 事实 上 并 不 存在 ， 接 触 处 或 多 或 少 会 产生 摩擦 ， 有 了 时 甚至 摩擦 还 
起 着 主要 作用 ， 因 此, 沫 些 场合 对 摩擦 必须 予以 考虑 。 例 如 ， 摩 擦 制动器 [图 5.1 
(a)]， 皮 带 传动 [图 5. 1(b)]， 摩擦 轮 传动 下 图 5. 1(c)] 等 ,都 是 依靠 摩擦 力 来 进行 
工作 的 ,这些 都 是 摩擦 有 利 的 一 面 。 但 是 摩擦 也 有 它 不 利 的 一 面 。 例如， 由 于 摩擦 的 
存在 会 给 各 种 机 械 带 来 多 余 的 阻力 ， 从 而 消耗 能 量 、 降 低 效率 ， 甚 至 会 造成 故障 。 研 
究 摩擦 的 日 的 就 是 要 掌握 摩擦 的 规律 ， 充 分 利用 它 有 利 的 一 面 ， 尽 可 能 地 克服 它 不 利 
的 一 面 。 


制 动 轮 
-AC 人 5 
轴 
加 中 (0) 


图 5.1 


摩擦 按照 物体 表面 相对 运动 的 情况 ， 可 分 为 滑动 摩擦 和 滚动 摩擦 。 滑 动 摩擦 是 指 两 
物体 接触 面 作 相 对 滑动 或 具有 相对 滑动 趋势 时 所 产生 的 摩擦 。 所 以 ,滑动 摩擦 又 分 为 动 滑 
动 摩擦 和 静 滑 动 摩擦 两 种 ， 滚 动 摩擦 是 一 个 物体 在 另 一 个 物体 上 滚动 时 产生 的 摩擦 ， 如 轮 
子 在 道路 上 的 滚动 。 

本 章 主要 讨论 滑动 摩擦 中 的 静 滑 动 摩擦 ， 其 他 摩擦 只 介绍 基本 概念 。 
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| 5.2 滑动 摩擦 


5.2.1 静 滑动 摩擦 定律 


静 滑 动 摩擦 是 两 物体 之 间 具 有 相对 滑动 趋势 时 的 麻 
擦 。 为 了 观察 物体 之 间 产 生 静 滑动 摩擦 的 规律 ， 可 进行 如 
实验 :物体 重 为 WW， 放 在 水 平面 上 ， 并 由 绳子 系 着 . 绳 
子 绕 过 滑轮 ， 下 挂 夸 码 [图 5.2(a)]。 如 绳子 和 滑轮 之 间 
的 摩擦 不 计 。 显 然 绳 子 对 物体 的 拉力 下 的 大 小 就 等 于 硅 码 
的 重量 。 从 实验 中 可 以 看 到 ， 当 硅 码 的 重量 较 小 时 ， 即 作 
在 物体 上 的 拉力 下 较 小 时 ， 这 个 物体 并 没有 滑动 ,这 就 
说 明 接触 面 已 经 存在 着 一 个 阻止 物体 滑动 的 力 Fi 此 力 称 
静 滑 动 摩擦 力 (简称 静摩擦 力 ) 。 它 的 方向 与 两 物体 间 相 对 滑 
动 趋 势 的 方向 相反 ， 大 小 可 由 平衡 方程 求 得 [图 5. 2(b)] 。 

EF,=0; F—F.=0 
可 得 下 上 ,一 下 

如 果 逐 渐 增 大 硅 码 重量 ,~ 即 增 尖 力 TF， 在 一 定 范围 内 物 
体 仍 保持 平衡 ， 这 表明 在 此 范围 内 静摩擦 力 F. 随 着 力 五 的 增 大 而 增 大 ， 但 是 ， 进 一 步 的 
实验 说 明 ， 静 摩擦 力 .F: 不 可 能 随 着 力 无 限 增 大 。 当 力 FF 增 大 到 某 个 值 时 ,物体 处 于 将 
动 而 未 动 的 临界 平衡 状态 ， 这 时 静摩擦 力 王 . 达到 最 大 值 ， 称 为 最 大 静摩擦 力 ，W 以 Fi、 
表示 。 

静 滑 动 摩擦 定律 : 大量 试验 证 明 ， 最 大 静摩擦 力 的 大 小 与 法 向 反 力 成 正比 。 即 

Fm = fsPy (=1 
式 中 比例 常数 f. 称 为 静 滑动 摩擦 因数 (简称 静摩擦 因数 )，/. 的 大 小 与 接触 物体 的 材料 、 
接触 面 的 粗糙 程度 、 温 度 、 湿 度 等 情况 有 关 ， 而 与 接触 面积 的 大 小 无 关 。 一 般 材 料 的 /、 
值 可 在 机 械 工程 手册 中 查 到 。 常 见 材料 的 f. 见 表 5 一 1。 


表 5-1 常用 材料 的 摩擦 因数 





















































摩擦 因数 
材料 名 称 静摩擦 因数 (f.) 动 摩擦 因数 (f) 
无 润滑 剂 有 润滑 剂 无 润滑 剂 有 润滑 剂 
钢 一 一 钢 0.15 0. 10 一 0. 12 0.15 0.05 一 0. 10 
钢 一 一 竺 铁 0. 30 0.18 0.05 一 0.15 
钢 一 一 青铜 0.15 0. 10 一 0. 15 0. 15 0. 10 一 0. 15 
铸铁 一 一 铸铁 0.18 0.15 0.07~0. 12 












































工程 力学 _ 
War 
( 续 ) 
摩擦 因数 
材料 名 称 静摩擦 因数 (f.) 动 摩擦 因数 (用 
无 润滑 剂 有 润滑 剂 无 润滑 剂 有 润滑 剂 
铸铁 一 一 青铜 0.15~0. 20 0.07 一 0. 15 
青铜 青铜 0. 10 0. 20 0.07 一 0. 10 
皮革 一 一 铸铁 0. 30 一 0. 50 0.15 0. 60 0.15 
橡皮 一 一 铸铁 0. 80 0. 50 
木 一 一 木 0. 40 一 0. 60 0. 10 0. 20 一 0. 50 0.07 一 0.15 
由 上 述 可 见 : 静摩擦 力 F. 随 着 主动 力 正 的 不 同 而 变化 它 的 大 小 由 平衡 方程 确定 ， 
但 介 于 零 和 最 大 值 之 间 ， 即 


掌握 了 摩擦 规律 之 后 ， 我 们 就 可 以 更 好 地 利用 摩擦 来 为 我 们 服务 ， 如 生产 中 需要 增 大 
最 大 静摩擦 力 时 ， 可 以 通过 加 大 正 压力 和 增 大 摩擦 因数 来 实现 ， 又 如 要 减 小 最 大 静摩擦 
时 ， 可 以 设法 减 小 摩擦 因数 ， 使 接触 面 制造 的 尽量 光滑 些 ， 或 者 加 入 润滑 剂 等 。 


5.2.2 动 滑动 摩擦 定律 


由 前 面 的 试验 可 知 ， 当 拉力 下 增 大 到 略 大 于 Fy 时 这 时 最 大 静 滑 动 摩擦 力 已 不 足以 
阻碍 物体 向 前 滑动 ， 物 体 相 对 滑动 时 出 现 的 摩 握力 ， 称 为 动 滑动 摩擦 力 (简称 动 摩擦 力 )， 
它 的 方向 与 两 物体 间 相 对 滑动 速度 的 方向 相反 。 通 过 实验 也 可 得 出 与 静 滑动 摩擦 定律 相似 
的 动 滑动 摩 控 定律。 即 

Fs=fFy = 

式 中 f 称 为 动 滑动 摩擦 因数 (简称 动 摩擦 因数 )， 一般 情 况 下 ，f 二 f.。 它 除了 与 接触 
面 的 材料 、 表 面 粗糙 度 、 温 度 、 湿 度 等 有 关外 ,还 与 物体 的 滑动 速度 有 关 ， 速 度 越 大 ， 上 
越 小 。 了 值 见 表 5- 1。 在 一 般 工 程 中 ,精确 度 要 求 不 高 时 ， 可 近似 认为 动 摩擦 因数 与 静 摩 


| 5. 3 考虑 摩擦 时 的 平衡 问题 举例 


考虑 摩擦 时 物体 的 平衡 问题 ， 与 不 考虑 摩擦 时 物体 的 平衡 问题 有 着 共同 点 ， 
衡 时 都 必须 满足 平衡 条 件 ， 解 题 的 方法 步骤 也 基本 相同 ， 但 有 以 下 几 个 特点 。 

(1) 物体 受 力 分 析 时 ， 必 须 考虑 接触 面 间 的 静摩擦 力 F.， 通 常 增加 了 未 知 量 的 数目 。 

(2) 为 了 确定 这 些 新 增加 的 未 知 量 ， 还 需 列 出 补充 方程 ， 即 F. 夺 了 ,Fs， 补充 方 程 的 数 
目 与 摩擦 力 的 数目 相同 。 

(3) 由 于 物体 平衡 时 摩擦 力 有 一 定 的 范围 ( 即 0<F. 硅 f.Fs)， 所 以 有 摩擦 时 平衡 问题 
的 解 也 有 一 定 范围 ， 而 不 是 一 个 确定 的 值 。 





如 物体 平 
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工程 中 有 不 少 问题 只 需要 分 析 平 衡 的 临界 状态 ， 这 时 静摩擦 力 等 于 其 最 大 值 ， 补 充 方 
程 只 取 等 号 。 有 时 为 了 计算 方便 ,也 先 在 临界 状态 下 计算 , 求 得 结果 后 青 分 析 ， 讨论 其 解 
的 平衡 范围 。 

例 5.1 绳子 拉 一 重 W=500N 的 物体 ， 拉力 F=100N， 
物体 与 地 面 间 的 摩擦 因数 f. 二 0.2， 绳子 与 水 平面 的 夹 角 一 
30” [图 5.3(a)]。 









































试 求 ; 
(1) 设 物体 在 图 示 位 置 处 于 平衡 状态 ， 此 时 静摩擦 力 下 、 
的 大 小 。 


(2) 如 使 物体 产生 滑动 ， 求 拉动 此 物体 所 需 的 最 小 力 Fi 。 
解 : (1) 取 物 体 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 5. 3(b) 所 示 ， 开 . 
为 静摩擦 力 ， 因 为 物体 有 向 右 的 相对 滑动 趋势 ， 所 以 F. 的 方 
向 向 左 ，FN 为 法 向 反 力 。 
(2) 列 平衡 方程 ， 求 未 知 量 。 
先 求 静摩擦 力 F.。 选 坐标 系 Orzy， 列 出 平衡 方程 
EF,=0, Fcosa—F.=0 


F,=Fcosa=100NX0. 867==86. 7N 
所 以 ， 此 时 静摩擦 力 的 大 小 为 
下 ,三 86. 7N 
为 了 求 拉动 物体 所 需 的 最 小 力 Fi,， 需 要 考虑 物体 将 要 滑 
动 但 还 没有 滑动 的 临界 平衡 状态 .此 时 静摩擦 力 达 到 最 大 
值 。 即 





本 四 生态 有 

按 图 5. 3(c) 列 出 平衡 方程 及 补充 方程 

EF,=0, Feiscosa 一 Fw. 一 0 (a) 

DF,=0, Funsina—W++Fy=0 (b) 

Fe 一 六 Fu (c) 
由 式 (b) 得 
F\=WO— Fsina 

代入 式 (c) 得 

Fw 一 六 PN 一 广 ( 友 一 Fosina) 
代入 式 (a) 得 

Fincosa— f/f.W++ /fFi,sina=0 
所 以 


f:W 0.2X500N 
cosatf.sing cos30 十 0. 2sin30” 


这 就 是 拉动 物体 的 最 小 拉力 Fu 一 130N。 
例 5.2 在 一 个 可 调整 倾角 的 斜面 上 放 一 物体 重 为 W， 接触 面 间 的 摩擦 因数 为 人 ， 试 








Fun 103N 
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求 物体 刚 开始 下 滑 时 斜面 的 倾角 a。 
解 : (1) 选 物体 为 研究 对 象 ， 画 受 力图 如 图 5.4 
所 示 。 




















(2) 根据 题 意 此 时 摩擦 力 应 为 Fu.。 选 坐标 轴 如 图 
所 示 ， 列 出 平衡 方程 
EF,=0; 一 Wsina 十 Fu 一 0 (a) 
EF,=0; —Wceosat+Fw=0 (b) 
补充 方程 
一 护 P (c) 
由 式 (a) 得 =Wsina 
由 式 (b) 得 F\=Woceosa 
代入 式 (c) 得 Wsina 一 人 Wecosa 
所 以 tana 一 太 或 a=arctanfx 


分 析 讨论 : 由 计算 知 ， 倾 角 a 仅 与 摩擦 因数 有关, 而 与 物体 的 重量 无 关 。 如 一 15” 
/三 0.268。 这 个 例题 提供 了 一 种 测定 摩擦 因数 /的 试验 方法 ,将 两 种 材料 ， 一 种 做 成 物体 ， 
一 种 做 成 斜坡 ,将 物体 放 在 斜坡 上 ， 改 变 斜 坡 倾角 。 记录 下 物体 刚刚 下 滑 时 ( 即 临界 平衡 状 
态 ) 的 角度 a， 那么 这 个 倾角 a 的 正切 就 是 斜坡 和 物体 这 两 种 材料 之 间 的 摩擦 因数 /.。 

例 5.3 如 图 5.5(a) 所 示 ， 由 上 例 可 知 ， 当 斜坡 的 倾角 e 大 于 某 一 值 时 ， 物 体 将 向 下 
滑动 。 此 时 在 物体 上 加 一 水 平 力 F, 则 能 使 物体 在 斜坡 上 维持 平衡 ， 试 求 力 正 值 的 范围 。 

解 : 前 提 是 图 5. 5Ca) 中 的 物体 如 果 不 加 力 下 ， 肯 定 下 滑 .在 这 种 前 提 下 ， 如 果 加 的 力 
下 太 小 ， 物 体 仍 将 向 下 滑动 ;但 如 果 加 的 力 太 大 , 又 将 使 物体 向 上 滑动 。 

先 求 使 物体 不 致 下 滑 时 所 需 的 力 下 的 最 小 值 F。w 由 于 物体 有 向 下 滑 的 趋势 ， 所 以 摩 
擦 力 应 沿 斜 坡 向 上 ， 受 力图 如 图 5. 5(b) 所 示 。 








(a) 


(©) 





此 时 物体 处 于 向 下 滑 的 临界 平衡 状态 ， 列 出 平衡 方程 和 补充 方程 











EF,=0, Facosa 十 Flux 一 Psina 一 0 (a) 
ZF,=0, Finsinat+ Fw 一 Pcosa 一 0 (b) 
Pio 一 Fw (c) 


将 式 (c) 代 和 人 式 (a) ， 再 由 式 (a) 与 式 (b) 解 出 
_ sina 一 大 cosa 
cosat f.sina 
再 求 使 物体 不 致 上 滑 时 所 需 的 力 正 的 最 大 值 F..。 此 时 物体 处 于 向 上 滑 的 临界 平衡 状 
态 ， 摩 擦 力 应 沿 斜 坡 向 下 ， 受 力图 如 图 5. 5(c) 所 示 。 列 平衡 方程 和 补充 方程 
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ZF,=0, Fecosa 一 Fo 一 Psina 一 0 


EF,=0, —F, 








fsFn 
同 理 可 解 出 


下 uv 
所 以 ,要 维持 物体 在 斜坡 上 平衡 ,， 力 下 的 值 应 满足 


_ sinat f.cosa 
cosa— f,sina 


xsing+ Fxs— Peosa=0 


sina— f.cosap psinat fucosa 





cosat f.sina cosa— f.sina 


这 就 是 所 求 的 平衡 范围 。 

例 5.4 图 5.6(a) 为 某 制动器 简 图 , 已 知 制 
动 咒 摩擦 块 与 滑轮 表面 间 的 摩擦 因数 为 /,.， 作 用 
在 滑轮 上 的 力 偶 矩 为 M，A 和 0O 都 是 圆柱 铵 链 ， 
几何 尺寸 如 图 所 示 。 求 制 动 滑轮 所 需 的 最 小 
pa 

解 : 当 滑轮 刚 能 停止 转动 时 , 力 正 的 值 最 
小 ， 摩 擦 块 与 滑轮 间 的 摩擦 力 达 到 最 大 值 。 取 滑 
轮 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 5. 6(b) 所 示 % 因 滑轮 
平衡 ， 列 平衡 方程 和 补充 方程 如 下 : 

EMo(F)=0, M 一 Fosey 二 0 (a) 
Fux = fs PK (b) 





由 此 可 知 
RPM 

站 际 
再 取 制 动 杆 AB 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 
图 5. 6(c) 所 示 。 因 为 制 动 杆 平衡 ， 同 样 可 列 出 平 
衔 方程 及 补充 方程 


RN 所 

















EMA(F)=0, Fa 一 Fe 一 Fi 


Pus—= ky 
由 此 可 得 
F(a—/.e) 
Fo 一 
将 玖 =FA=Pe 一 好 代入 上 式 , 得 
Fi Fr 
_M(a—/.e) 
Fu 二 天 s ri 


平衡 时 应 为 


这 就 是 平衡 时 力 正 的 平衡 范围 。 


(b) 


(d) 
(e) 
(DD) 
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工 得 力 和 
| 5. 4 摩擦 角 与 自 锁 现象 
1. 摩擦 角 


图 5.7(a) 表 示 水 平面 上 有 一 物体 ， 作 用 于 物体 上 的 主动 力 的 合力 为 FF， 当 考虑 摩擦 
时 ,支承 面 对 物体 的 约束 反 力 不 仅 有 法 向 反 力 Fv， 同时 还 有 静摩擦 力 F.。 法 向 反 力 Fs 
与 静摩擦 力 F, 的 合力 Fk 称 为 支承 面 对 物 体 的 全 反 力 。 全 反 力 Fr 与 法 向 反 力 Fs 之 间 的 
夹 角 a 将 随 着 静摩擦 力 F, 的 增 大 而 增 大 ， 当 物体 处 于 将 动 未 动 的 临界 平衡 状态 时 ， 即 静 
摩擦 力 F, 达到 最 大 值 Fu.， 这 时 夹 角 < 也 达到 最 大 值 py， 我 们 把 wr 称 为 摩擦 角 ， 由 
图 5.7(b) 可 得 





即 摩擦 角 的 正切 等 于 摩擦 因数 。 可 见 摩擦 角 与 摩擦 因数 都 是 表示 材料 的 表面 性 质 的 基 。 

2， 自 锁 现象 

由 于 静摩擦 力 F, 的 大 小 不 能 超过 最 大 静摩擦 力 F,,,， 因 此 全 反 力 Fr 与 法 向 反 力 Fs 
之 间 的 夹 角 a 也 不 可 能 大 于 摩擦 角 g,… 即 金 反 力 Fr 的 作用 线 必 在 摩擦 角 之 内 。 当 物体 处 
于 临界 平衡 状态 时 ， 全 反 力 Fs 的 作用 线 正好 在 摩擦 角 的 边缘 。 

根据 座 擦 角 的 性 质 可 知 

(1) 如 果 作用 在 物体 上 全 部 主动 力 的 合力 的 作用 线 在 摩擦 角 之 内 [图 5.8(a)]， 即 
9 硅 gr， 则 无 论 这 个 力 怎 梯 大 ， 总 有 一 个 全 反 办 .Fi 与 之 平衡 ， 物 体 保持 静止 。 





图 5.7 图 5.8 


(2) 如 果 全 部 主动 力 的 合力 下 的 作用 线 在 摩擦 角 之 外 [图 5.8(b)]， 即 >2r ， 则 
无 论 这 个 力 怎样 小 ， 全 反 力 都 无 法 与 之 平衡 ， 物 体 也 不 可 能 保持 静止 。 这 种 与 力 的 大 小 
无 关 而 与 摩擦 角 有 关 的 平衡 条 件 称 为 自 锁 条 件 ， 物体 在 这 种 条 件 下 的 平衡 现象 称 为 自 锁 
现象 。 

物体 在 斜面 上 的 情况 . 也 可 作 同 样 的 分 析 ， 如 图 5.4 所 示 。 只 要 主动 力 W 与 斜面 法 
线 的 夹 角 a(la 也 是 斜面 的 倾角 ) 不 大 于 摩擦 角 ， 即 a 二 pg, ， 则 无 论 物体 多 重 ， 都 不 会 自动 从 
斜面 上 滑 下 ,物体 处 于 平衡 状态 。 如 果 斜 面 倾角 a 增 大 ， 即 W 与 斜面 法 线 之 间 的 夹 角 增 
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大 ， 当 a 二 gy 时 ,由 于 主动 力 W 作用 线 已 在 摩擦 角 之 外 ， 故 物体 不 能 平衡 ，W 再 小 也 一 
定 下 滑 。 所 以 斜面 倾角 “< 委 pr 这 一 条 件 ， 就 是 物体 在 斜面 上 的 自 锁 条 件 。 

在 工程 中 自 锁 被 广泛 地 应 用 ， 如 螺旋 千斤 项 在 被 举 起 的 重 物 重量 作用 下 ， 不 会 自动 下 
降 ， 拧 紧 的 螺母 不 会 自动 松动 等 。 它们 的 原理 都 与 物体 放 在 斜面 上 是 一 样 的 ， 即 螺纹 的 升 
角 必 须 小 于 摩擦 角 。 




















| 5. 5 滚动 摩擦 的 概念 


摩擦 不 仅 在 物体 滑动 时 存在 ， 当 物体 滚动 时 也 存在 。 由 实践 经 验 知道 ,滚动 比 滑动 
省 力 。 所 以 在 工程 中 ,为 了 提高 效率 ， 减 轻 劳动 强度 ， 常 利用 滚动 代替 滑动 。 早 在 殷 商 
时 代 ， 我 国人 民 就 利用 车 子 作为 运输 工具 。 平 时 常见 当 搬 运 重 物 时 ， 在 重 物 下 面 垫上 管 
子 ， 就 容易 推动 了 ， 又 如 机 器 中 多 用 滚动 轴承 代替 滑动 轴承 等 。 其 目的 都 是 为 了 减 小 摩 
擦 力 。 

当 物 体 滚动 时 ， 存 在 什么 阻力 ?” 它 有 什么 特性 ? 下 面 通过 简单 的 实例 来 分 析 这 些 问 
题 。 设 水 平面 上 有 一 轮子 , 重量 为 W， 半 径 为 x,… 存 轮子 中 心 0 上 作用 一 水 平 力 正 ， 如 
图 5.9 所 示 。 

当 力 F 不 大 时 ,轮子 仍 保持 静止 “分 析 轮 子 的 受 力 情况 可 
知 ， 在 轮子 与 平面 接触 的 A 点 有 法 向 反 力 Fv， 它 与 重力 W 等 值 
反 向 ， 另 外， 还 有 静 滑 动 摩擦 力 F,、 它 阻止 轮子 滑动 ;与 力 下 
等 值 反 向 。 但 如 果 平 面 的 约束 反 力 仅 有 FA 和 F., 则 轮子 不 能 保 
持平 衡 ， 因 为 静摩擦 力 了 不 能 阻止 轮子 滚动 ， 它 反而 与 力 正 组 
成 一 力 偶 ,促使 轮子 滚动 。 但 实际 上 当 力 > 不 大 时 ,轮子 是 平 
衡 的 ， 并 没有 滚动 。[ 这 说 明 支 承 面 除了 产生 约束 反 力 FA 和 下. 
之 外 ， 还 应 产生 与 力 偶 (F，F,) 的 力 偶 矩 大 小 相等 而 转向 相反 的 
反 力 偶 ， 这 个 反 力 偶 称 为 滚动 摩擦 力 偶 ， 用 M 表示 。 

滚动 摩 的 力 偶 是 怎样 产生 的 呢 ? 由 于 轮子 和 支承 面 都 并 不 是 刚体 ， 在 压力 作 
子 与 支承 面 在 接触 处 会 发 生变 形 ， 由 于 变形 ， 轮 子 与 支承 面 的 接触 处 不 再 是 一 个 点 
段 弧 线 。 因此， 支承 面 的 约束 反 力 不 是 作用 于 一 点 ， 而 是 分 布 于 一 段 弧 线 上 的 平面 
系 [图 5.10(a)]。 如 果 以 A 点 为 简化 中 心 。 这些 力 可 以 简化 为 作用 于 A 点 的 一 个 力 Fr 及 
一 个 力 偶 ， 即 滚动 摩擦 力 偶 ， 其 力 偶 矩 为 Mr。 将 Fr 分 解 得 Fs 和 天， 如 图 5. 10(b) 所 示 。 
滚动 摩擦 力 偶 矩 Mi 随 着 主动 力 偶 矩 的 增 大 而 增 大 ， 当 力 正 增 大 到 某 个 值 时 ， 轮 子 处 于 将 
滚 未 滚 的 临界 平衡 状态 ， 这 时 ， 滚 动 摩擦 力 偶 矩 达到 最 大 值 ， 称 为 最 大 滚动 摩擦 力 偶 矩 ， 
用 M. 表 示 。 若 力 正 再 增 大 一 点 ， 轮 子 就 会 滚动 ,在 滚动 过 程 中 ,滚动 摩擦 力 偶 矩 近似 
等 于 Mw。 

由 此 可 知 ， 滚 动 摩擦 力 偶 矩 Mi 的 大 小 介 于 零 与 最 大 值 之 间 ， 即 

0 过 Mi 过 Mu (5—4) 

实验 证 明 : 最 大 滚动 摩擦 力 偶 矩 Mu。. 与 滚 子 半径 无 关 ， 而 与 支承 面 的 正 压力 (法 向 反 

力 )F 的 大 小 成 正比 。 即 
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图 5. 10 


这 就 是 滚动 摩擦 定律 .其 中 6 是 比例 常数 ， 称 为 滨 动 摩擦 因数 。 由 上 式 知 ， 深 动 摩 
擦 因数 具有 长 度 的 量 纲 ， 单 位 一 般 用 cm。 它 的 值 由 实验 测定 ,“ 它 汽 深 子 和 支承 面 的 材 
料 的 硬度 和 湿度 等 有 关 ， 与 滚 子 的 半径 无 关 。 表 5 -2 给 出 村 部 分 常用 材料 的 滚动 摩擦 
因数 。 


表 5-2 常用 材料 的 滚动 摩擦 因数 
一 -一 一 一 











材料 名 称 滚动 摩擦 因数 5/cm 材料 名 称 滚动 摩擦 因数 5/cm 
软 钢 与 软 钢 0. 005 木材 与 钢 0.03~0.04 
浏 过 火 的 钢 与 溢 过 火 的 钢 0a001 木材 与 木材 0.05~0. 08 
铸铁 与 铸铁 0.005 














深 动 摩擦 因数 的 物理 意义 如 下 。 深 子 在 即将 滚动 的 临界 平衡 状态 时 ，M 二 M、， 将 作 
用 于 A 点 的 法 向 反 办 F\ 与 最 大 滚动 摩擦 为 偶 和 矩 3MI,, 合 成 ， 如 图 5. 10(c) 所 示 。 使 得 FF、 
向 右 平行 移 过 二 距离 4， 显然 ， 


_ Mux _OFy _ 
4 一 到 


故 得 出 : 将 轮子 即将 开始 滚动 时 ，F、 从 A 点 向 滚动 方向 平行 移 过 的 距离 即 为 滚动 摩擦 因 
数 6。 

例 5.5 轮子 半径 为 r=40cm， 重 W=2000N， 水 平 推力 为 F,， 设 滑动 摩擦 因数 /,== 
0. 6， 滚 动 摩擦 因数 $=0. 24cm， 试 求 推动 此 轮 前 进 所 需 的 力 F( 图 5. 11)。 

解 : (1) 选 轮子 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 所 示 ， 这 是 一 个 平 
面 一 般 力 系 。 

(2) 列 平衡 方程 ,求解 未 知 量 。 

轮子 前 进 有 两 种 可 能 : 第 一 种 是 向 前 滚动 ,第 二 种 是 向 前 滑 
动 下 面 分 别 进行 讨论 。 先 分 析 向 前 滚动 的 情况 ， 轮 子 刚 开始 向 
前 滚动 时 ， 滚 动 摩 氛 力 偶 矩 达到 最 大 值 。 即 

















Mi 一 Mu 一 SFx (a) 
图 5.11 列 平衡 方程 之 F. 一 0， F 一 F. 一 0， F=F. (b) 
EF,=0, Fy—W=0, Fys=W (©) 
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琴 证 8 摩 。 挤 





EMAF)=0, Mi—Fr=0, Mi=Fr (qd) 
由 式 (d) 和 式 (a) 得 
Fr 一 OFN 
将 式 (c) 代 入 上 式 得 
F=SW=—S mx2000N=12N 








可 见 只 要 用 12N 的 力 就 可 以 使 轮子 向 前 滚动 。 

再 分 析 滑 动 的 情况 ， 如 果 轮 子 刚 开始 滑动 ， 则 静摩擦 力 F. 也 达到 最 大 值 F.。 即 

F.=F.=/. Ps (e) 
将 式 (b) 式 中 的 Fs 和 式 (c) 中 的 FA 代入 式 (e) 得 
F=/.* W=0.6X2000N=1200N 

这 就 是 说 ， 要 使 轮子 向 前 滑动 ， 需 用 1200N 的 力 ， 显然 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 当 推 力 下 
达到 12N 时 ， 轮 子 就 已 经 向 前 滚动 了 。 

此 例 说 明 滚动 要 比 滑动 省 力 得 多 ， 通 常 以 滚动 代 蔡 滑动 ， 就 是 这 个 道理 。 











本 章 讨 论 了 有 关 摩 擦 的 一 些 基本 理论 以 及 考虑 摩擦 时 平衡 问题 的 分 析 方 法 。 其 中 
着 重 分 析 了 静 滑 动 摩擦 的 情况 同时， 还 介绍 了 摩擦 角 和 自 锁 现 象 以 及 深 动 摩擦 的 

1. 静 滑 动 摩擦 力 的 方向 与 物体 相对 滑动 趋势 的 方向 相反 ,其 大 小 随 着 主动 力 的 变化 
而 变化 ， 其 变化 范围 3 0<F, 夺 Fs， 具体 数值 要 由 平衡 条 件 确定 。 只 有 当 物 体 处 于 临界 
平衡 状态 时 ,静摩擦 力 F. 才 达 到 最 大 值 F,、。 

2. 静 滑 动 摩 探 定 律 





Fax = fs Py 
3. 考虑 摩擦 时 物体 平衡 问题 的 解 题 特点 
(1) 画 受 力图 时 ， 受 力 分 析 的 方法 跟 以 前 一 样 ， 区 别 就 是 多 添加 一 个 静摩擦 力 ， 其 方 
向 与 物体 相对 滑动 趋势 的 方向 相反 。 
(2) 当 物 体 处 于 临界 平衡 状态 和 求 未 知 量 的 平衡 范围 时 ， 除 了 要 列 平衡 方程 外 ,还 要 
列 出 补充 方程 。 即 





Fox = FAN 

(3) 因为 静摩擦 力 F, 的 大 小 是 变化 的 ， 所 以 在 问题 的 答案 中 也 应 有 一 定 的 范围 ， 而 
不 是 一 个 确定 的 值 。 

4. 当 静 摩擦 力 F, 达到 最 大 值 F.。. 时 ,全 反 力 Fs 与 法 线 间 的 夹 角 gp/ 称 为 摩擦 角 ， 通 
过 摩擦 角 可 以 说 明 自 锁 现象 。 在 图 5. 8 中 ,由 于 全 反 力 Fr 与 法 线 的 夹 角 不 能 大 于 摩擦 角 ， 
所 以 作用 在 物体 上 除 全 反 力 Fs 以 外 ,全 部 力 的 合力 的 作用 线 与 法 线 的 夹 角 如 小 于 或 等 于 
摩擦 角 ， 则 不 论 合 力 有 多 大 ， 物 体 一 定 平衡 ， 这 种 现象 称 为 自 锁 。 如 果 大 于 摩擦 角 ， 则 物 
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Wt 


摩擦 角 gy 为 全 反 力 与 法 线 间 夹 角 的 最 大 值 。 且 有 摩擦 角 的 正切 等 于 摩擦 因数 。 即 
tang/=f; 

全 反 力 与 法 线 间 夹 角 ”的 变化 范围 为 

0<p<y, 

5. 当 物 体 有 滚动 趋势 时 ， 摩 擦 力 是 一 个 力 偶 ， 称 为 滚动 摩 氛 力 偶 ， 其 力 偶 矩 Mi 的 转 
向 与 相对 滚动 方向 相反 ， 大 小 在 零 与 最 大 值 之 问 ， 
0 委 M 过 Ma。 
当 物 体 处 于 滚动 的 临界 平衡 状态 时 ,滚动 摩擦 力 偶 矩 Mi 达到 最 大 值 M,,,. ， 其 值 为 
Ms=8* Fs 
6 为 滚动 摩擦 因数 ， 一 般 常 以 cm 为 单位 。 




















思 考题 











1. 用 平 胶带 和 三 角 胶 带 传动 (图 5.12)， 如 两 种 胶带 都 以 相同 的 压力 不 向 胶带 轮 ， 
试 分 析 哪 一 种 胶带 轮 所 能 产生 的 摩擦 力 大 ,为 什么 ”两 胶带 和 胶带 轮 的 摩擦 因数 近似 地 视 
为 相等 。 

2. 能 否 说 只 要 受 力 物体 是 处 于 平衡 状态 ,摩擦 力 的 大 小 一 定 是 F=f,， Fn? 为 什么 ? 

3 正 压力 F、 是 否 一 定 等 于 物体 的 重力 ?为 什么 ? 

4. 重 为 W, 的 物体 置 于 斜面 上 (图 5.13), 已 知 当 
斜面 倾角 a 小 于 摩擦 角 w 时 ,物体 静止 于 斜面 上 。 
如 和 欲 使 物体 下 滑 信 于 其 上 另 加 一 重 为 W。 的 物体 ， 并 
使 两 重 物 固 结 在 一 起 ， 问 能 和 否 达到 下 滑 的 目的 ? 为 
什么 了 

5. 在 摩擦 定律 Fu 一刻 Fs 中 ，FN 代表 什么 ? 在 
图 5.14 中 ,重量 均 为 W 的 两 物体 放 在 水 平面 上 ， 摩 擦 
因数 也 相同 ， 问 是 拉动 省 力 ? 还 是 推动 省 力 ? 为 什么 ? 


FF 
W W 
a 立 
TATA 7 7TTTTTT 
(a) (b) 


图 5.13 图 5.14 
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6. 滑动 摩擦 因数 与 滚动 摩擦 因数 有 何不 同 ? 

7. 如 果 两 个 粗糙 接触 面 间 有 正 压 力作 用 ， 能 否 说 该 接触 面 间 一 定 出 现 摩擦 力 ? 

8. 一 物体 放 在 倾角 为 a 的 斜面 上 ， 斜 面 与 物体 间 的 摩擦 角 为 wy， 若 or>a， 则 物体 将 
沿 斜面 滑动 还 是 静止 ? 

9. 静摩擦 因数 f.， 动 摩擦 因数 太 滚动 摩擦 因数 9$， 这 三 者 有 什么 意义 ?又 有 什么 异同 ? 


| 





习 题 


5-1 如 图 5.15 所 示 ， 物 体重 为 W==100N, 与 水 平面 间 的 摩擦 因数 /二 0.3，(1) 问 
当 水 平 力 下 =10N 时 ,物体 受 多 大 的 摩擦 力 ，(2) 当 下 二 30N 时 ,物体 受 多 大 的 摩擦 力 ? 
(3) 当 下 一 50N 时 ,物体 受 多 大 的 摩擦 力 ? 

5-2 判断 图 5. 16 中 两 物体 能 否 平衡 ? 并 问 这 两 个 物体 所 受 的 摩擦 力 的 大 小 和 方向 。 
已 知 :(1) 物 体重 W=1000N,， 拉力 F=200N，f.==0.3; (2) 物 体重 W==200N， 压力 F= 
500N, f,=0.3。 








图 5.15 图 5.16 


5-3 如 图 5.17 所 示 , 重 为 W 的 物体 放 在 倾角 为 交 的 斜面 上 ， 物 体 与 斜面 间 的 摩擦 
角 为 gp/， 且 ap; 。 如 在 物体 上 作用 一 力 下 ， 此 力 与 斜面 平行 。 试 求 能 使 物体 保持 平衡 的 
力 正 的 最 大 值 和 最 小 值 。 

5-4 如 图 5.348 所 示 ， 在 轴 上 作用 一 力 偶 、 其 力 偶 矩 为 M 一 一 1000N。m， 有 一 半径 
为 r=25cm 的 制 动 轮 装 在 轴 上 ， 制 动 轮 与 制 动 块 间 的 摩擦 因数 人 =0.25。 试 问 制 动 时 ， 
制 动 块 对 制 动 轮 的 压力 F、 至 少 应 为 多 大 ? 

5-5 如 图 5.19 所 示 ， 两 物 块 A 和 B 重 倒 放 在 粗 烟 的 水 平面 上 ， 在 上 面 的 物 块 A 的 
项 上 作 斜 向 的 力 下 。 已 知 : A 重 1000N, B 重 2000N, A 与 B 之 间 的 摩擦 因数 f= 
0.5,，B 与 地 面 C 之 间 的 摩擦 因数 f= 二 0.2。 问 当下 =600N 时 ,是 物 块 A 相对 物 块 B 运动 
呢 ? 还 是 A、B 物 块 一 起 相对 地 面 C 运动 ? 




















wy 





图 5.17 图 5.18 图 5.19 


5-6 如 图 5. 20 所 示 ，, 一 夹板 锤 重 500N， 靠 两 滚轮 与 锤 杆 间 的 摩擦 力 提起 。 已 知 摩 
擦 因数 f. 二 0.4， 试问 当 锤 匀速 上 升 时 ,每 边 应 加 正 压力 (或 法 向 反 力 ) 为 多 少 ? 
5-7 如 图 5.21 所 示 , 一 起 重用 的 夹具 由 ABC 和 DEF 两 相同 弯 杆 组 成 ， 并 由 杆 BE 
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连接 ，B 和 已 都 是 铵 链 ， 尺 十 如 图 所 示 ， 单 位 为 mm。 此 夹具 依靠 摩擦 力 提 起 重 物 。 试 问 
要 能 提起 重 物 ， 摩 擦 因数 f. 应 为 多 大 ? 




















图 5. 20 图 5.21 


5-8 和 砖 夹 的 宽度 为 250mm， 曲 杆 4GB 和 GCED 在 G 点 贸 接 ， 砖 重 为 P， 提 砖 的 合 
力 下 作用 在 砖 夹 的 对 称 中心 线 上 … 尺 填 如 图 5. 22 所 示 ， 单位 为 mm。 如 砖 夹 与 砖 之 间 的 
摩擦 因数 /. 二 0.5, 试问 5 应 为 多 大 才能 把 砖 夹 起 (5 为 ':G 点 到 砖 块 上 所 受 压 力 合力 的 
距离 )? 

5-9 如 图 5.23 所 示 有 一 绞车 ， 它 的 鼓动 轮 半 径 ”=15cm， 制 动 轮 半 径 尽 = 25cm， 
重 物 P==1000N, a 二 100em, 5 二 40cm，c 二 50em。 制 动 轮 与 制 动 块 间 的 摩擦 因数 人 = 
0.6。 试 问 当 绞车 吊 着 重 物 时 ， 要 刹 住 车 使 重 物 不 致 落下 ， 加 在 杆 上 的 力 下 至 少 应 为 多 大 。 

















第 日 去 
空间 力 系 


【教学 提示 】 

本 章 应 用 解析 法 研究 空间 力 系 的 合成 与 平衡 问题 ， 这 种 研究 方法 离 不 开 力 在 空间 坐 
标 轴 上 的 投影 和 力 对 轴 之 矩 。 然 后 ， 利 用 力 的 平移 定理 将 空间 力 系 向 空间 内 任 一 点 简 
化 ， 建 立 起 空间 汇 交 力 系 。 空 间 平 行 力 系 和 空间 一 段 力 系 的 平衡 方程 ， 最 后 介绍 重心 的 
概念 。 
【学 习 要 求 】 
掌握 力 在 空间 坐标 轴 上 的 投影 与 力 对 轴 之 矩 的 计算 人 了 解 空间 力 系 平衡 方程 的 推导 过 
程 并 记 住 方程 ， 了 解 重 心 的 概念 及 重心 坐标 公式 的 鸦 导 过 程 ， 记 住 求 重 心 的 分 割 法 。 重 点 
是 利用 平衡 方程 求解 空间 一 般 力 系 的 平衡 问题 ， 有 要 加 强 练习 ， 务 必 掌 握 。 


| 6. 1 空间 力 系 在 工程 中 的 实例 


:用 在 物体 上 力 系 的 作用 线 是 在 空间 分 布 的 ,这 种 力 系 称 为 空间 力 系 。 在 工程 实际 
中 ， 会 经 常 遇 到 物体 在 空间 力 系 作用 下 的 情况 如 图 6. 1(a) 所 示 的 传动 轴 ，A 为 径 向 止 推 
轴承 ,其 约束 反 力 有 3 个 ，F,,、Fs,、F.%-B 为 径 向 轴承 ,约束 反 力 有 两 个 Fa,、Fs.; C 
为 皮带 轮 ， 其 土 有 皮带 给 轮 的 两 个 拉力 和 于 ;; DD 为 斜 齿 轮 ， 受 轴 向 力 F,、 径 向 力 FF， 
和 圆周 力 F, 的 作用 ， 以 上 作用 在 传动 上 的 这 些 力 ， 就 组 成 了 空间 力 系 ， 受 力图 如 图 6.1 
(b) 所 示 。 














(b) 


图 6.1 


空间 力 系 跟 平面 力 系 一 样 ， 也 分 空间 汇 交 力 系 、 空 间 力 偶 系 、 空 间 平行 力 系 和 空间 一 
般 力 系 。 本章 着 重 研究 空间 一 般 力 系 的 平衡 问题 。 




















| 6. 2 力 在 空间 坐标 轴 上 的 投影 


用 解析 法 研究 平面 力 系 时 ， 要 用 到 力 在 平面 直角 坐标 轴 上 的 投影 。 在 研究 空间 力 系 
时 ， 同 样 也 要 用 到 力 在 空间 直角 坐标 轴 上 的 投影 。 如 图 6. 2(a) 所 示 , 已 知 力 下 与 三 轴 x、 
>y、z= 正 向 间 的 夹 角 分 别 为 wc、B8、7Y， 根 据 力 的 投影 定义 ， 可 直接 将 力 下 向 3 个 坐标 轴 上 投 


影 ， 这 种 投影 法 称 为 一 次 投影 法 。 得 到 
中 
庆 


By 
































F,= Fcosa 
F,=Feosp. 《6~1ay 
F.=Fcosy 





当 力 下 与 坐标 轴 O7 、Oy 间 的 夹 角 不 易 确定 时 ， 可 把 力 下 先 投影 到 坐标 平面 Ory 上 ， 
得 到 力 F'， 然 后 再 将 力 F' 投 影 到 x、y 轴 二 * 这 种 投影 方法 称 为 二 次 投影 法 ， 如 图 6 一 2 
(b) 所 示 ， 得 到 


F,=Fsinycosg 
F,=Fsinysing (6-1b) 
F.=Fcosy 





具体 投影 时 ， 用 哪 种 方法 要 看 问题 给 出 的 条 件 来 定 
反之 ， 如 果 已 知 力 下 在 三 轴 工 、y、z< 上 的 投影 F,、F,、F.， 也 可 求 出 力 下 的 大 小 和 
方向 。 即 


=VF TF+F 
coOsa 一 


《6= 分 


oa 


cosp=F 


| 


cosy 二 地 


局 
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| 6. 3 力 对 轴 之 算 


6.3.1 力 对 轴 之 矩 的 概念 


在 前 面 ， 我 们 建立 了 平面 内 力 对 点 之 矩 的 概念 ， 如 图 6.3(a) 所 示 ; 力 下 在 圆 轮 平面 
内 ， 为 了 度量 圆 轮 在 力 正 的 作用 下 绕 O 点 转动 的 效应 ， 建 立 了 在 平面 内 力 对 点 之 矩 的 概 


念 ， 即 




















Mo(F) 一 士 F.d 





图 6.3. 


从 图 6. 3(a 可 以 看 到 ， 平 面 内 力 使 圆 轮 绕 O 点 的 转动 ， 实际 上 就 是 空间 里 力 使 圆 轮 
绕 通过 O 点 且 与 圆 轮 垂直 的 轴 的 转动 ， 即 使 圆 轮 绕 = 轴 转 动 [图 6. 3(b)]， 只 不 过 从 不 同 
的 角度 看 而 已 。 所 以 ,平面 内 力 对 点 之 矩 ， 实 际 上 就 是 空间 里 力 对 轴 之 矩 。 力 下 对 > 轴 之 
和 矩 用 符号 M,(F) 表 示 。 








图 6.4 


在 研究 空间 力 系 时 ， 如 果 力 下 不 在 垂直 于 轴 的 平面 内 ， 如 图 6.3(c) 所 示 ， 此 种 情况 
下 如 何 求 力 对 轴 之 矩 ? 下 面 我 们 建立 空间 力 对 轴 之 矩 的 概念 。 





/FN 
工程 力学 
~ 

以 开门 或 关门 为 例 来 说 明 空间 的 力 对 轴 之 和 矩 的 求法 。 设 门 上 作用 的 力 下 不 在 垂直 于 x 
轴 的 平面 内 [图 6.4(a)]， 现 将 力 下 分 解 为 两 个 分 力 ， 如 图 6. 4(b) 所 示 。 分 力 Fi 平行 于 x 
轴 ， 使 门 绕 = 轴 没 有 转动 效应 ， 也 就 是 Fi 对 = 轴 的 和 矩 等 于 零 。 分 力 F; 在 垂直 于 = 轴 的 平 
面 内 ， 它 对 = 轴 的 矩 实际 上 就 是 它 对 平面 与 > 轴 的 交点 O 之 矩 。 如 图 6. 4(c) 所 示 ， 所 以 
M:(F) 一 Mo(CPF:) 一 士 F:d (6—3) 
式 中 正 负 号 表示 力 对 轴 之 矩 的 转向 。 规 定 : 从 = 轴 的 正 向 看 ， 逆 时 针 方 向 转动 的 力矩 为 
正 ， 顺 时 针 方 向 转动 的 力矩 为 负 ， 如 图 6. 5(a) 所 示 。 或 者 用 右手 法 则 来 判定 : 用 右手 握 住 
x 轴 ， 使 四 个 指头 顺 着 力矩 转 动 的 方向 ， 如 果 大 拇指 指向 = 轴 的 正 向 则 力矩 为 正 ， 反 之 ， 
如 果 大 拇指 指向 = 轴 的 负 向 则 力矩 为 负 ， 如 图 6. 5(b) 所 示 。 力 对 轴 之 矩 是 一 个 代数 量 ， 其 
单位 与 力 对 点 之 和 矩 相 同 。 






















































(DA /BAR 


图 6.5 


综 上 所 示 ， 可 得 如 下 结论 : 力 下 对 >* 轴 之 矩 M， 
(F) 的 大 小 等 巴 政 在 生 直 于 < 轴 的 平面 内 的 投影 F，, 与 
力 臂 d( 即 轴 与 平面 的 交点 O 到 力 Fs 的 垂直 距离 ) 的 乘 
积 ， 甚 正 负 按 右手 法 则 确定 ， 或 从 = 轴 正 向 看 逆 时 针 
方向 转动 时 为 正 ， 顺 时 针 方向 转动 时 为 负 。 显 然 ， 当 
力 下 平行 于 < 轴 时 ， 或 力 正 的 作用 线 与 轴 相 交 ， 力 
下 对 该 轴 之 矩 均等 于 零 ( 图 6. 6) 。 

力 对 轴 之 矩 是 用 来 度量 力 使 物体 绕 轴 转 动 效应 的 
物理 量 。 




















(a) (b) 
例 6.1 半径 为 -的 斜 齿轮 ， 其 上 作用 有 力 正 ， 如 
轩 :6:8 图 6.7(a) 所 示 。 求 力 正 沿 坐标 轴 的 投影 及 对 y 轴 之 矩 。 
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解 : 先 求 力 正 在 3 轴 上 的 投影 ， 如 图 6.7(b) 所 示 。 采 用 二 次 投影 法 
下 上 ,一 下 ,一 Fcosasin8( 圆 周 力 ) 
下 ,一下 .一 一 FcosacosB( 轴 向 力 ) 
.二 F, 一 一 Fsina( 径 向 力 ) 
因为 F, 通过 > 轴 、F, 与 y 轴 平 行 ， 所 以 它们 对 > 轴 之 矩 均 等 于 零 。 只 有 分 力 F, 对 y 
轴 有 和 矩 ， 故 力 正 对 > 轴 之 矩 为 
M, (下 ) 一 M, (FE 一 下 。rcosasinp 





6.3.2 合力 矩 定理 


在 平面 力 系 中 我 们 讲 过 合力 矩 定理 ， 在 空间 力 系 中 力 对 轴 的 矩 也 有 类 似 关系 。 下 面 只 
叙述 结论 不 作证 明 ， 即 空间 力 系 的 合力 对 某 一 轴 之 和 矩 等 于 力 系 中 各 分 力 对 同一 轴 力 和 矩 的 代 
数 和 ， 称 为 空间 力 系 的 合力 矩 定理 。 用 公式 表示 为 

M, (Fr)=M, (Fi)+M,(F;) ti MF,) 
所 以 
M, (Fr)= >MMF) (6 一 4) 
空间 合力 矩 定理 常 被 用 来 确定 物体 的 重心 位 置 ， 并且 也 提供 了 用 分 力矩 来 计算 合力 矩 的 
方法 。 


| 6. 处 空间 力 系 的 平衡 方程 及 应 用 


空间 力 系 平衡 方程 的 建立 与 平面 力 系 平衡 方程 的 建立 相同 ， 都 是 通过 力 系 的 简化 得 
到 的 。 

设 刚 体 上 作用 有 空间 一 般 力 系 (F;，F;，…，F,)， 如 图 6.8(a) 所 示 。 在 刚体 上 任 选 
一 点 O 为 简化 中 心 ， 利 用 力 的 平移 定理 ， 将 力 系 中 每 个 力 平移 到 O 点 ,可 得 一 空间 汇 交 
力 系 (FI ，Fs，…，FF,) 和 由 所 有 附加 力 偶 用 矢量 表示 而 组 成 的 空间 力 偶 系 (M;，M;，… 
M,)， 如 图 6.8(b) 所 示 。 空 间 汇 交 力 系 可 合成 为 一 个 通过 简化 中 心 O 点 的 合力 Fk， 空 间 
力 偶 系 可 合成 为 一 合力 偶 Mo， 如 图 6.8(c) 所 示 。 





(a) (b) (9) 
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空间 汇 交 力 系 的 合力 Fk 称 为 原 力 系 的 主 和 撩 ， 即 
Fr=2F'=>F 
设 主 矢 Fk 在 3 个 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 Fk, ，Fk,，Fk:， 根 据 合力 投影 定理 得 





FR:=2F, 
Fi,= 2F, 
Fr.—2F. 





由 此 可 得 主 矢 Fk 的 大 小 和 方向 。 
FA 一 VDE) TF,) + FEF.) 








ZF ZF ZF. 
cosa 一 Fr cosB= Er cos7= Fr 


式 中 : a、B、Y 分 别 表 示 Fk 与 +、y、z 轴 正 向 之 间 的 夹 角 ,合力 偶 Mo 称 为 原 力 系 对 简化 
中 心 的 主 和 矩 。 同 样 ， 设 主 抢 在 3 个 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 Mu Mos>、Mo:， 根 据 性 质 : 力 
对 点 的 和 矩 矢 在 通过 该 点 的 某 轴 上 的 投影 ， 等 于 力 对 该 轴 的 和 矩 冻 可 得 





Mo = PM,(F) 
Mo = EM,F) 
Mo: = > MER) 
主 矩 Mo 的 大 小 和 方向 为 
Mo= V[EM, FYFEPIOM, (FT HCIM. FT 


AM M. M. 

/ oy y oy 7 ( 
cosa 一 cos| ， cos 冯 元 
Mo > oR 一 Mo 


式 中 : a 、8 、Y 分 别 表示 Ma 与 <、y、z 轴 正 向 间 的 夹 角 。 与 平面 一 般 力 系 一 样 ， 空 间 
一 般 力 系 若 要 平衡 ， 力 系 的 主 矢 与 主 矩 也 必须 同时 为 零 。 即 








Fk=0: My=0 
故 
ZF,=0, ZF,=0, ZF.=0, 
四 (6-5) 
EM,(F)=0, EM,(F)=0, Mey 


式 (6-5) 表 示 了 空间 一 般 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 ， 即 各 力 在 3 个 坐标 轴 上 投影 的 
代数 和 以 及 各 力 对 此 3 轴 力 和 矩 的 代数 和 都 必须 分 别 等 于 零 。 共 有 6 个 独立 的 平衡 方程 ， 可 
以 求解 6 个 未 知 量 ， 它 是 解决 空间 一 般 力 系 平衡 问题 的 基本 方程 。 

因为 空间 汇 交 力 系 和 空间 平行 力 系 都 是 空间 一 般 力 系 的 特殊 情况 。 所 以 ， 我们 从 空间 
一 般 力 系 的 平衡 方程 中 ， 很 容易 导出 空间 汇 交 力 系 和 空间 平行 力 系 的 平衡 方程 。 

如 图 6. 9(a) 所 示 ， 设 物体 受 一 空间 汇 交 力 系 作用 ， 如 把 坐标 系 Ozys 的 原点 建立 在 力 
系 的 汇 交 点 上 ， 则 不 论 该 力 系 是 否 平衡 ， 各 力 对 3 轴 之 矩 便 等 于 零 。 即 

EM.,(F)=0 
EM,(F)=0 
EM.(F)=0 


ZF,=0 
ze- (6-6) 


ZF.=0 














I 此， 空间 汇 交 力 系 的 平衡 方程 为 
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图 6.9 


空间 汇 交 力 系 就 是 力 系 中 各 力 的 作用 线 在 空间 分 布 ， 且 全 汇 交 于 一 点 。 
如 图 6. 9(b) 所 示 ， 设 物体 受 一 空间 平行 力 系 作用 。 令 = 轴 与 力 系 平行 ， 则 不 论 该 力 系 
是 否 平衡 ， 各 力 对 = 轴 的 矩 与 在 zx 轴 和 > 轴 上 的 投影 恒 等 于 零 。 即 





EM.(F)=0 
ZF,=0 | 
ZF,==0 


因此 ， 空 间 平行 力 系 的 平衡 方程 为 


SFI=0 
| (6-7) 
EM,(F)=0 

空间 平行 力 系 就 是 力 系 中 各 力 的 作用 线 在 空间 分 布 ， 且 全 相互 平行 。 
下 面 举例 说 明 空间 二 般 力 系 平衡 方程 的 应 用 。 
例 6.2 一 车 床 的 主轴 ， 如 图 6.10(a) 所 示 齿 轮 C 半径 为 100mm， 卡 盘 DD 夹 住 一 半 




















WE 人 200 100 





图 6.10 





径 为 50mm 的 工件 ，A 为 向 心 止 推 轴承 ，B 为 向 心 轴承 。 切 前 时 工件 匀速 转动 ， 车 刀 给 工 
力 F, 二 466N、F, 二 352N、F. 二 1400N, 齿轮 C 在 路 合 处 受 力 为 下 ， 作 用 在 齿轮 


件 的 切削 


C 的 最 低 ， 


解 : 
约束 反 力 














点 。 不 计 主轴 及 工件 的 重量 ， 试 求 力 F 的 大 小 及 A、B 处 的 约束 反 力 。 














(1) 选取 主轴 及 工件 为 研究 对 象 ， 画 受 力图 ， 如 图 6. 10(b) 所 示 。 向 心 轴承 B 的 
为 Fs, 和 Fb:， 止 推 轴承 A 的 约束 反 力 有 Fs,、Fs,、Fs:， 还 有 未 知 力 Fi， 主动 


力 F,、F,、F.， 主 轴 共 受 9 个 力作 用 ， 是 空间 一 般 力 系 问题 。 
(2) 列 出 空间 力 系 6 个 平衡 方程 ， 求 出 6 个 未 知 量 


坐标 系 如 图 6. 10(b) 所 示 ， 列 方程 时 最 好 先 列 出 只 含有 一 个 未 知 量 的 方程 ， 使 得 每 列 
一 个 方程 就 能 解 出 一 个 未 知 量 。 尽 量 避 免 解 联 立 方程 ， 每 个 方程 在 题目 中 只 能 用 一 次 ， 先 




















后 用 的 次 序 没有 规定 。 
TF,=0, Fa,—F,=0 
得 Fs=F,=352N 
EM,(F)=0, —50F.++100F,cos20"=0 
_50mmX1400N 六 
P= 100mmcosXS M6N 





ETM.(F)=0, 200Fa: +300F,—50F,—50Fcos20°=0 


























得 
F _300mmX466N 一 50mnimX352N 一 50mmX746NXcos20” 
和 200mm 
一 437N 
也 下 一 0， FA 十 Fu 一 Picos20" 一 0 
得 Fi =729N 
EM,(F)=0, 200Fs:+300F.—50F,sin20°=0 
200mmFu. 十 300mmX 1400N 一 50mmX746NX sin20" 一 0 
得 
Fa- 一 一 2040N 
DF.=0, 下: 十 Fe 十 下 .十 Fisin20" 一 0 
FA- 一 2040N 十 1400N 十 746Nsin20" 一 0 
得 





图 6.11 


Fa:=385N 
本 题 在 列 平衡 方程 过 程 中 ， 关 键 是 力 F, 的 处 理 。 它 并 不 与 轮 
子 相 切 ， 而 是 与 轮子 的 切线 有 20" 的 夹 角 。 在 轮子 所 在 的 平面 
内 ， 可 参阅 图 6. 11。 

例 6.3 在 曲轴 上 受到 垂直 于 轴 颈 并 与 铝 垂 线 成 75" 角 的 连 
杆 压力 下 =12000N。 如 图 6.12(a) 所 示 。 不 计 曲 轴 重 量 ， 试 求 
轴承 A 和 B 的 约束 反 力 及 保持 曲轴 平衡 而 需 加 于 飞轮 C 上 的 
力 偶 矩 M， 飞 轮 重 P 一 4200N。 

解 : (1) 取 曲 轴 与 飞轮 为 研究 对 象 ， 画 出 受 力图 ， 如 图 6. 12 
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(b) 所 示 。 这 是 一 个 空间 一 般 力 系 作用 下 刚体 的 平衡 问题 。 





(b) 


图 6.12 


(2) 选 坐标 系 Aryz， 列 平衡 方程 求解 未 知 量 
EM.(F)=0; Fsin75°X0.1m—M=0 


得 
M= Fsin75° X0. 1m=160N . m 
EM,(F)=0; Fcos75°X0»4th+ Fs: XO0.7m—PXO0.9m=0 
得 
Fa =3630N 
EM.(F)=0% \Psin75° X0. 4m— FE Xl0,7m=0 
得 
Fu, =Fsin75°X 人 4 二 6620N 
ZF,=0; BR 二 Rsin75" 十 Fn, 一 0 
得 
下 人 ,一 Fsin75 "一 Fe, 一 4970N 
TF.=0; 下 -十 Fcos75" 十 Fe. 一 已 =0 
得 


PFA: 一 P 一 Fecos75" 一 Fa 一 一 2540N 
此 例 中 平衡 方程 学 F, 二 0 为 恒等式 0 二 0， 无效 。 余 下 5 个 平衡 方程 解 出 5 个 未 知 量 。 


| 6. 5 重心 的 概念 


有 关 物 体重 心 问题 ,不 论 在 日 常生 活 还 是 在 工程 实际 中 都 会 经 常 过 到 。 例 如 ,用 独 轮 
小 车 推 重 物 时 ， 必 须 把 重 物 放 在 合适 的 位 置 上 才 感 到 省 力 。 图 6. 13 所 示 的 铁水 包 。 用 钩 
子 吊 起 ， 以 倾倒 铁水 .为 了 使 它 不 自由 翻转 ， 就 要 求 它 无 论 是 空 的 还 是 装 满 铁 水 时 ， 其 重 
心 都 要 低 于 转轴 ， 且 离 得 很 近 。 青 如 图 6. 14 所 示 的 塔 式 吊 车 ， 为 了 保证 不 倾倒 ， 必 须 使 
它 无 论 空 载 还 是 满载 时 ， 其 整体 重心 位 置 始终 在 A、B 两 轮 之 间 。 再 者 土建 中 的 挡 土 墙 、 
重力 坝 ， 等 等 ， 都 要 知道 其 重心 的 位 置 ， 不然 可 能 会 出 现 坊 塌 ， 甚 至 造成 事故 。 因 此 我 们 
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工程 力学 
a 


要 了 解 什么 是 重心 和 怎样 确定 重心 的 位 置 。 








图 6. 13 图 6. 14 

在 地 球 附近 的 物体 都 会 受到 地 球 对 它 的 引力 ， 把 物体 可 以 看 成 是 由 无 数 个 微小 部 分 所 
组 成 ， 则 每 个 微小 部 分 都 受到 地 球 引力 的 作用 。 严 格 地 讲 ， 这 些 引 力 组 成 了 一 个 汇 交 于 地 
心 的 空间 汇 交 力 系 。 由 于 物体 的 尺寸 与 地 球 的 半径 相 比 小 得 多 ,因此 可 以 近似 地 认为 它 是 
一 个 同 向 空间 平行 力 系 ， 此 平行 力 系 的 合力 W， 称 为 物体 的 重力 。 通 过 实验 知道 ， 无 论 物 
体 怎样 放置 ， 这 些 平行 力 的 合力 内， 总 是 通过 物体 内 的 一 个 确定 点 ， 这 个 点 就 是 平行 力 系 
的 中 心 ， 又 叫做 物体 的 重心 。 

下 面 通过 平行 力 系 的 合力 ， 推 导 物 体重 心 的 华 标 公式 。 


| .6.6 重心 坐标 公式 





6.6.1 重心 坐标 的 一 般 公 式 


在 物体 上 建立 空间 直角 坐标 系 Oryz， 设 物体 的 重力 为 W， 重心 坐 标 为 (zx,，y， 
z.)， 如 图 6. 15 所 示 。 将 物体 分 成 许多 微小 部 分 ,每 个 微小 部 分 受到 的 重力 分 别 为 Wi， 
Ws，…，W,， 各 力作 用 点 的 坐标 分 别 为 (zs ys 2 (ra ya 22), (zi yh， 
zs,)。W 是 各 重力 Wi，W;，…，W, 的 合力 。 根 据 合力 矩 定 理 ， 合 力 W 对 某 轴 的 矩 等 于 各 
分 力 对 同一 轴 力 矩 的 代数 和 。 则 对 工 轴 之 矩 有 

= 一 到. 一 一 (Wi 十 W yt W, » y,) 
可 得 


EE 








同 理 对 > 轴 之 矩 有 
Wo* z=Wi* zitWa * zat "TW, * x 
可 得 





ZW.z; 

Z, 刺 
将 物体 连同 坐标 系 绕 x 轴 转 90", 使 y 轴 向 
图 6. 15 上 ， 再 应 用 合力 和 矩 定 理 对 x 轴 取 和 矩 得 








W + z=Wi* z+W, * zt 
所 以 
_ ZWi*z 
WwW 
于 是 得 到 重心 坐标 的 一 般 公式 为 
SW: 
TW 
_ ZW, 
Ye 刺 
也 全 |，zi 
% 
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(6—8) 





(6=9) 


学 > 


Mm; Ve 


M 





上 式 称 为 物体 的 质心 坐标 公式 ， 在 重力 场 内 ,物体 的 质心 与 重心 的 位 置 重合 ， 跑 出 重力 场 


以 外 ,重心 不 存在 ,但 质心 存在 。 


6.6.2 均 质 物体 的 重心 坐标 公式 


均 质 物 体 的 重量 是 均匀 分 布 的 ， 如 单位 体积 的 重量 为 y， 物 体 体积 为 V， 每 个 微小 部 
分 的 体积 为 Vi ，VzAe=，V,， 则 
网 =7V 
物体 每 个 微小 部 分 的 重量 分 别 为 
Wi=7V, W,=7YV, W,=7YV, 
代入 重心 坐标 式 (6 - 8) 中 ,得 到 
; _ZV zx 
V 
> 一 2 - (6-10) 
Vi。z 
0 


式 (6 -10) 表 明 ， 对 均 质 物体 来 说 ， 
量 无 关 ， 














6.6.3 均 质 薄板 的 重心 


心 只 与 物体 的 形状 有 关 ， 而 与 物体 的 重 








物体 的 重 


此 均 质 物体 的 重心 也 称 为 物体 的 形 心 。 


对 于 平面 薄板 ， 其 重心 只 求 两 个 坐标 就 够 了 ， 如 图 6. 16 中 的 zx, 和 >y-。 设 板 的 厚度 为 








hh， 面积 为 A， 将 薄板 分 成 许多 微小 部 分 ， 每 个 微小 部 分 的 面积 为 A，A: ，…，A4,， 


则 
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北 
O 


全 


图 6. 16 





V=hA 
每 个 微小 部 分 Vi 二 hAl、 
代入 式 (6 -10) 中 ， 得 到 


V 一 HA， … V.=hA, 








_24; es 

A (11 
_24; yy 

» A 








在 材料 力学 中 ， 求 平面 图 形 的 形 心 公式 ， 就 是 用 的 求 均 











质 平面 薄板 的 重心 坐标 式 (6- 11) 。 


| 6. 7 物体 重心 的 求法 


在 工程 实际 中 ,许多 物体 的 几何 形状 就 是 一 个 简单 的 几何 图 形 ， 或 者 是 巾 几 个 简单 几何 
图 形 的 物体 组 合 而 成 的 组 合体 。 对 于 简单 几何 图 形 物 体 的 重心 ,可 从 有 关 工 程 手册 中 查 到 。 

















表 6 一 1 列 出 了 常见 的 几 种 简单 几何 图 形 物 体 的 重心 位 党 ， 以 供求 组 合 物体 重心 时 使 用 。 
表 6-1 简单 几何 图 形 物体 的 面积 及 其 重心 
图 形 面 (或 体 ) 积 重心 
ph 
_ 1 
r= 
长 方形 A=ab 
_1 
y= 
| 
二 一 二 (十 急 
三 角形 A= 二 bh 
. y= 
1 .hh(2atb) 
梯形 A 加 (atb) 3 até 
(在 上 下 底 中 点 的 连 线 上 ) 




















名 6 档 ”空间 力 系 



































( 续 ) 
面 (或 体 ) 积 Ee 
L 0 
要 A 一 本 m mi 
37 
7 
x =0 
二 
2 
Le 
hy 
r=0 
mh 弧 长 S=2aR ,=R sme 
Ea a 
—— 
n= 
a ee 3 
1 
Ze i 
元 一 0 
一 二 
正 国 锥 休 A 
< 二 
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工程 力学 
a 
( 续 ) 
图 形 面 ( 或 体 ) 积 重心 
并 一 0 
球面 扇形 休 V=2arh y=0 
= 一 间 (2r 一 有 
ze 一 0 
正 圆柱 体 V=nr€ 和 一 0 
= 一 了 
1. 对 称 法 


在 工程 实际 中 ， 如 果 均 质 物 体 有 对 称 面 或 对 称 轴 或 对 称 中 心 ， 不 难看 出 ， 该 物体 的 重 
心 必 相应 的 在 这 个 对 称 面 或 对 称 轴 或 对 称 中 心 上 。 例 如 图 :6.17(a) 的 工 字 钢 截面 ， 具 有 对 
称 轴 O-O' 轴 ， 则 它 的 重心 一 定 在 O-0' 轴 上 ; 又 如 图 6.17(b) 所 示 ， 立 方 体 具有 对 称 中 
心 C,， 则 C 点 就 是 立方 体 的 重心 。 

2. 分 割 法 


组 合体 的 形状 比较 复杂 ， 但 它们 大 多 数 可 以 看 成 是 由 表 6 - 1 中 给 出 的 简单 几何 图 形 
的 物体 组 合 而 成 。 分 割 法 就 是 将 形状 比较 复杂 的 物体 分 成 几 个 简单 部 分 ， 这 些 简 单 部 分 的 
重心 位 置 容易 确定 ， 然 后 ， 再 根据 重心 坐标 公式 求 出 组 合体 的 重心 。 

例 6.4 Z 形 钢 的 截面 ， 如 图 6. 18 所 示 ， 图 中 尺寸 单位 为 mm， 求 Z 形 截面 的 重心 位 置 。 








图 6.17 


种 6 一 空间 力 系 


解 : 把 Z 形 截面 分 成 3 部分, 每 部 分 都 是 和 矩形。 重心 分 别 在 对 角 线 的 交点 上 ， 设 坐标 
系 如 图 6. 18 所 示 ， 每 部 分 的 面积 及 坐标 如 下 
Ai=20cmX2cm=40cm’ 














zi 一 10cm， yi=lcm 
A, 王 36cmX1. 5cm 一 54cm2 


zz 一 0.75cm， y:=20cm 





二 15cmX2cm 一 30cm” 





2 一 一 cm， %=39cm 


将 这 些 数据 代入 式 (6- 11) 中 ， 得 到 Z 形 截面 重心 坐标 为 
_ DriA;, 10cmX40cm2: 十 0.75cmX54cm: 十 (一 6cm) X30cm2 














A 40cm* 十 54cm 十 30cm2 
=%lem 
ee DyA; 一 1cm 关 40cm’ 二 20cmX 54cm’ 十 39cmX30cm’ 一 18.47 
A 40cm 十 54cm 十 30cm” ee 

分 割 法 在 材料 力学 中 经 常用 到 。 

3. 负面 积 法 

若 在 物体 内 挖 去 一 部 分 ， 求 剩余 部 分 物体 的 重心 时 ， 仍 可 用 分 割 法 ， 只 是 挖 去 部 分 的 
面积 按 负 值 计算 。 


例 6.5 图 6.19 为 振动 器 中 的 偏心 块 ， 已 知 R=10cnis r=1.3cm, 5 三 1.7cm, 求 偏 
心 块 的 重心 位 置 。 

解 : 本 题 属于 求 平面 图 形 的 重心 问题 ， 因 为 有 挖 去 
的 部 分 ， 所 以 用 负面 积 法 计算 。 

设 坐 标 系 Oxy 如 图 ， 其 中 Oy 轴 为 对 称 轴 ,> 由 对 称 
法 知 ， 重心 C 必 在 y 轴 上 ， 所 以 

Xc=0 

将 偏心 块 分 成 3 部 分 : 半径 为 R 的 半圆 ， 半径 为 
(r 十 b) 的 半圆 以 及 半径 为 r 的 小 圆 ， 最 后 一 部 分 是 挖 掉 
的 部 分 ， 其 面积 为 负 值 。 这 3 部 分 的 面积 及 坐标 为 












































_xR’ _4R 
和 三思 扩 二 人 
区 Cr 十 六 )2 4(Cr 十 0) 
A 2 J 3 
A;=—rxr, y=0 
代入 式 (6-11)， 得 
ARaR’_ ACr+b) 、xrCr 十 0 | 
号 Ai 汉 因 二 六 放生 六 三 2 
2 人 4 十 4 十 A， AR’ ， TOr 十 0 
下 
WR 一人) 加 4(10 一 3) i 
3f(CR: 十 (r 十 0 一声) 3x(10 +3 —1.3) ~ 
偏心 块 的 重心 坐标 为 
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工程 号 学 
Bs 
X=0s y=3.9cm 
这 一 例题 综合 运用 了 对 称 法 、 分 割 法 和 负面 积 法 确定 其 重心 位 置 。 


当 物 体 的 形状 复杂 难以 分 割 时 ， 工 程 中 常用 实验 的 方法 来 测定 物体 的 重心 ， 这 种 方法 
比较 简便 ， 且 具有 足够 的 精确 度 。 

1. 是 挂 法 
图 6. 20 表示 用 一 等 厚 钢板 做 成 的 构件 ， 要 确定 其 形 心 位 置 。 因 构件 具有 对 称 面 ， 其 
重心 必 在 此 对 称 面 内 ， 只 需 确 定 构件 表面 的 重心 ， 然 后 构件 的 重心 从 表面 的 重心 往 里 进 钢 
板 厚度 的 一 半 即 可 。 为 此 ， 先 任 选 一 点 A 将 构件 挂 起 ， 等 构件 平衡 时 顺 强 的 方向 划一 条 直 
线 AB， 然 后 再 另 选 一 点 把 构件 挂 起 同 理 ， 标 出 一 直线 DE， 则 两 条 直线 的 交点 C 即 为 
构件 表面 的 重心 。 按 上 述 所 说 的 ， 再 往 里 进 钢板 厚度 的 一 半 即 为 构件 的 重心 。 

2， 称 重 法 

图 6. 21 为 发 动机 中 的 连 杆 ， 因 为 具有 对 称 轴 % ,所 以 只 要 确定 重心 在 此 轴 上 的 位 置 
即 可 。 为 此 ， 先 将 连 杆 放 在 磅 秤 上 ， 称 出 总 重量 WW， 然 后 将 A 端 悬 挂 不 动 ， 连 杆 放 平 ，B 
端 放 在 磅 种 上 ， 读 出 数据 Fs。 因 连 杆 处 于 瑟 衡 状态 ， 所 以 由 平衡 方程 












































(有 
图 6. 20 
EMA(F)=0, Fe l—Wh=0 
可 得 
= 太 L 
求 出 疡 便 知 连 杆 的 重心 位 置 。 
本 章 小 结 


本 章 研究 了 空间 一 般 力 系 的 平衡 问题 ， 并 介绍 了 确定 物体 重心 位 置 的 方法 。 

重点 是 力 在 空间 直角 坐标 轴 上 的 投影 及 力 对 轴 之 矩 的 计算 。 掌 握 用 空间 一 般 力 系 的 平 
衡 方程 去 解 题 。 

物体 重心 位 置 的 确定 ,介绍 了 几 种 方法 ， 这些 方法 可 以 组 合 起 来 运用 。 但 重点 是 分 割 









































各 6 齐 : 空间 力 系 





法 ， 后 续 课 程 中 用 到 。 
1. 力 在 空间 直角 坐标 轴 上 的 投影 
有 一 次 投影 法 和 二 次 投影 法 ， 重 点 要 掌握 二 次 投影 法 ， 在 具体 计算 中 ， 究 竟 选 用 哪 种 
方法 ,要 根据 已 知 条 件 来 定 。 
2. 力 对 轴 之 矩 
力 对 轴 之 矩 是 用 来 度量 力 使 物体 绕 轴 转动 效应 的 物理 量 。 
力 对 任 一 轴 之 矩 ， 等 于 力 在 垂直 于 该 轴 平 面 上 的 投影 对 该 平面 与 此 轴 的 交点 之 矩 ， 其 
正 负 按 右 手法 则 确定 ， 力 对 轴 之 矩 是 个 代数 量 ， 当 力 与 轴 共 面 时 ， 力 对 轴 之 和 矩 为 零 。 
3. 空间 一 般 力 系 的 平衡 方程 
ZF,=0, ZF,=0, 2F.=0, 
EM,(F)=0, EM,(F)=0, YM.(F)=0 
4. 空间 汇 交 力 系 的 平衡 方程 
EF,=0, ZF,=0, TF.=0 
5. 空间 平行 力 系 的 平衡 方程 ， 设 = 轴 与 力 系 平行 二 则 
DF.=0 
EM.,(F)=0 
EMAF=0 
在 求解 空间 力 系 的 平衡 问题 时 ， 取 研究 对 象 后 ， 先 画 受 力图 ， 后 取 坐 标 轴 。 关 键 是 看 
清 每 个 力 在 空间 的 位 置 ， 不 要 急于 下 手 ， 要 看 明白 了 问题 后 青 做 题 。 列 方程 时 ， 先 列 只 含 
一 个 未 知 数 的 方程 求解 ， 这 样 越 解 未 知 数 越 少 ， 剩 下 的 方程 也 越 少 ， 问 题 也 越 明 朗 。 
6. 重心 是 物体 的 重力 所 通过 的 物体 内 部 那个 确定 的 点 ， 根 据 合 力矩 定理 ， 建 立 了 重 
心 坐标 的 一 般 公 式 ， 它 是 求 物体 重心 的 理论 基础 。 
现 将 静 力 学 部 分 几 种 典型 约束 及 约束 反 力 列表 如 下 ( 表 6-2)。 
表 6-2 几 种 典型 约束 及 其 约束 反 力 











约束 类 型 简 图 约束 反 力 
5 
由 
柔性 体 约 东 人 
吃 
2 





光滑 面 约束 





约束 反 力 沿 接触 面 的 公法 线 方向 ， 指 向 
物体 。 






























































工程 力学 
~ 
( 续 ) 
约束 类 型 简 图 约束 反 力 
N 
约束 反 力 沿 接触 面 的 公法 线 方 向 ,方位 
已 知 ， 指 向 待定 。 
Ww 
CA 7. 
4A 
” Ys 
铵 链 约 束 AX 
B Xn 
过 SR 到 
约束 反 力 ， 用 两 个 分 力 来 表示 。 
| 
固定 端 约束 E Wh 
约束 反 力 可 以 分 解 为 两 个 分 力 和 一 个 约 
束 反 力 偶 。 
kl ; 
平面 ee 
阿 阿 
ml 
约束 反 力 沿 接触 面 的 公法 线 方 向 ， 指 向 
向 心 待定 。 
得 承 | 轴承 
空间 
约 东 反 力 沿 接触 面 的 公法 线 方向 ， 用 两 
个 分 力 来 表示 。 
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36 空间 力 素 


1. 设 有 一 力 F， 试 问 在 何 种 情况 下 有 F, 一 0，M,(F) 二 0? 在 什么 情况 下 有 F, 二 0， 


M,(F) 了 0? 又 在 何 种 情况 下 有 下 , 取 0， 


M.,(F)=07? 


2. 对 空间 汇 交 力 系 ， 其 平衡 方程 为 3 个 投影 式 : >F, 一 0，>F, 一 0，2>F. 一 0， 对 于 


空间 平行 力 系 ( 当 力 系 平行 于 = 轴 时 )， 
0，M,(F) 二 0， 试 回答 为 什么 。 


其 平衡 方程 也 只 有 3 个 ， 即 宛 F.=0,，>M,(F)= 





3. 如 图 6. 22 所 示 ， 两 球 各 重 W, 和 Ws， 证 明 : 两 球 总 重 的 重心 C 位 于 连 心 线 O10， 








CO __W. 


上 ， 并 且 C 与 球 心 的 距离 和 球 的 重量 成 反比 ， 即 二 二 要 = 





4. 力 下 作用 在 长 方 体 的 右 侧面 内 


CO W° 
， 各 边 尺寸 为 a、 Se 和 坐标 轴 z、y、z 分 别 如 


图 6. 23 所 示 ， 求 该 力 下 在 3 个 坐标 轴 上 的 投影 及 对 3 个 坐标 轴 之 矩 。 





图 6. 22 


5. 用 负面 积 法 求 物 体 的 重心 时 ， 应 


6-1 水 平 圆 盘 的 半径 为 >， 外 缘 


图 6. 23 


该 注意 什么 问题 ? 
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: 处 作用 有 已 知 力 环 ， 力 环 位 于 铅 垂 平面 内 ， 且 与 





处 圆 盘 切 线 夹 角 为 60"， 其 他 尺寸 如 图 6. 24 所 示 。 求 力 下 对 zx、y、= 轴 之 矩 。 

6-2 图 6.25 所 示 作 用 于 手柄 端的 力 FF 二 600N， 试 计算 力 F 在 +、y、z 轴 上 的 投影 
及 对 x、y、z 轴 之 和 矩 (图 中 尺寸 单位 : mm)。 

6-3 图 6.26 所 示 三 脚 架 的 3 只 脚 AD、BD、CD 各 与 水 平面 成 60" 角 ， 且 AB 一 














BC 二 AC， 强 索 绕 过 DD 处 的 滑轮 由 卷扬机 天 牵引 将 要 








E 物 P 吊 起 。 卷 扬 机 位 于 /ACB 的 等 


分 线 上 ， 且 DE 线 与 水 平面 成 60" 角 。 当 P 二 30kN 被 匀速 地 提升 时 ， 求 各 脚 所 受 的 力 。 


6-4 重 物 P=10kN， 由 撑 杆 AD 





及 绳索 BD 和 CD 所 支持 ， 杆 的 A 端 以 贸 链 固定 ， 


又 A、B 和 C3 点 在 同一 铝 垂 墙 上 。 尺 寸 如 图 6.27 所 示 ， 图 中 尺 二 单位 为 mm， 求 撑 杆 





AD 及 绳索 BD、CD 所 受 的 力 ( 注 : OD 


垂直 于 墙 面 ,OD==20cm)。 
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图 6. 24 








图 6. 26 图 6.27 
6-5 如 图 628 所 示 ， 固 结 在 AB 轴 上 的 3 个 圆 轮 ， 半径 各 为 地、rs。、rs; 水 平和 铅 
垂 作用 力 的 大 小 Fl 二 Fi、F, 二 FF; 为 已 知 , 求 平衡 时 FF; 和 已 两 力 的 大 小 。 
6-6 图 6.29 所 示 的 三 轮 小 车 自重 P=8kN， 作 用 于 点 已 ， 载荷 P, =10kN， 作 用 
于 点 C。 求 小 车 静止 时 地 面 对 车 轮 的 反 力 。 
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名 6 总: 空间 力 系 





6-7 有 一 齿轮 传动 轴 如 图 6. 30 所 示 。 大 齿轮 的 节 圆 直径 D 二 100mm， 小 齿轮 的 节 
圆 直径 4 二 50mm， 如 两 齿轮 都 是 直 齿 ， 压力 角 均 为 a 二 20”, 已 知 作用 在 大 齿轮 上 的 圆周 
力 Fs 二 1950N， 试 求 传动 轴 作 匀速 传动 时 ， 小 齿轮 所 受 的 圆周 力 F; 的 大 小 及 两 轴承 的 
反 力 。 

6-8 一 减速 机 构 如 图 6. 31 所 示 。 动 力 由 工 轴 输入 ,通过 联 轴 器 在 工 轴 上 作用 一 力 
偶 ， 其 矩 为 M=697N。m， 如 齿轮 节 圆 直径 为 D,=160mm，D,:= 一 632mm，D; 一 204mm， 
齿轮 压力 角 为 20"， 试 求 工 轴 两 端 轴承 A、B 的 约束 反 力 。 图 中 单位 为 mm。 








图 6. 30 图 6.31 
6-9 传动 轴 如 图 6.32 所 示 。 胶 带 轮 直 径 'D=400mm， 胶 带 拉 力 局 王 2000N， 书 ,一 
1000N， 胶 带 拉力 与 水 平 线 夹 角 为 15"， 圆柱 直 齿 轮 的 节 圆 直径 4 二 200mm， 人 齿轮 压力 下 
与 铬 垂 线 成 20 "区 = 试 求 轴 承 反 力 和 齿轮 压力 下 。 
6-10 求 图 6.33 示 截面 重心 的 位 置 。 














图 6.32 图 6. 33 
6-11 和 斜 井 提升 中 ， 使 用 的 笑 斗 侧 板 的 几何 尺寸 ,如 图 6. 34 所 示 ， 试 求 其 重心 。 

















6-12 图 6.35 示 为 一 半径 R=10cm 的 均 质 薄 圆 板 。 在 距 圆心 为 < 一 4cm 处 有 一 半径 
为 * 一 3cm 的 小 孔 。 试 计算 此 薄 圆 板 的 重心 位 置 。 


DZ 


图 6.34 
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物体 受到 外 力作 用 后 ,其 内 部 会 引起 内 力 和 变形 ,物体 会 发 生 破坏 。 材 料 力学 主要 研 
究 物 体 受 力 后 发 生 的 变形 、 由 于 变形 而 产生 的 内 力 以 及 物体 由 此 而 产生 的 失效 和 控制 失效 
的 准则 ， 为 将 来 合理 地 选用 构件 的 材料 ， 确 定 其 截面 尺 小 和 形状 ， 提 供 必 要 的 理论 基础 与 
计算 方法 以 及 试验 技术 。 即 材料 力学 是 研究 构件 的 强度 、 刚 度 及 稳定 性 计算 原理 和 方法 的 
科学 。 材 料 力学 研究 的 构件 主要 是 杆 件 ， 构 成 杆 件 的 材料 是 均 质 、 连 续 、 各 向 同性 的 可 变 
形 固体 。 材 料 力学 主要 研究 小 变形 ， 变 形 的 基本 形式 是 拉 压 、 剪 切 、 扭 转 、 谊 曲 。 

本 篇 首先 讨论 杆 件 的 四 种 基本 变形 ， 然 后 介绍 组 合 变形 、 应 力 状态 和 压 杆 稳定 。 





第 了 意 
绪论 和 基本 概念 


【教学 提示 】 

本 章 首 先 介绍 强度 、 刚 度 、 稳 定性 和 变形 固体 的 概念 ， 限 定 材料 力学 的 任务 和 研究 范 
围 。 接 着 介绍 内 力 与 应 力 、 位 移 与 应 变 之 间 的 关系 ， 重 点 内 容 是 用 截面 法 求解 内 力 。 最 后 
简要 介绍 构件 变形 的 几 种 基本 形式 。 

【学 习 要 求 】 

通过 本 章 学 习 ， 学 生 应 掌握 材料 力学 的 任务 、 研 究 范围 淮 研究 对 象 ， 以 及 构件 的 几 种 
基本 变形 形式 ， 掌 握 应 力 、 应 变 的 概念 ， 并 能 够 运用 截面 法 求解 截面 内 力 。 


| 7.1 材料 力学 的 任务 


任何 工程 结构 都 是 由 很 多 构件 组 成 的 ， 如 建筑 物 的 梁 和 柱 等 。 工 程 结构 在 正常 工作 
时 ， 将 受到 荷载 的 作用 ， 比 如 桥梁 王 程 中 的 主 梁 ， 要 承受 自重 、 车 辆 荷载 、 行 人 、 风 、 地 
震 等 力 的 作用 ， 这些 自重 和 力 统称 为 作用 在 构件 上 的 荷载 。 要 想 使 工程 结构 正常 工作 ， 必 
须 保证 组 成 这 个 结构 的 每 一 个 构件 在 荷载 作用 下 能 够 安全 、 正 常 地 工作 。 因 此 ， 每 一 个 构 
件 都 要 满足 以 下 要 求 < 

1. 强度 要 求 

强度 是 指 材料 或 者 构件 抵抗 破坏 的 能 力 。 强 度 有 高 低 之 分 ， 在 一 定 的 荷载 作用 下 ， 有 
些 材料 很 坚固 ， 不 容易 被 破坏 ， 说 明 这 种 材料 强度 高 ， 而 有 些 材 料 很 容易 被 破坏 ， 说 明 这 
种 材料 强度 低 。 钢 材 与 木材 相 比 ， 钢 材 的 强度 要 高 于 木材 。 工 程 结 构 在 正常 工作 过 程 中 
任何 构件 都 不 允许 被 损坏 ， 也 就 是 说 要 有 足够 的 强度 ， 如 果 强 度 不 足 ， 它 在 荷载 作用 下 就 
会 被 损坏 ， 影 响 正常 使 用 。 

2. 刚度 要 求 
刚度 是 指 构件 抵抗 变形 的 能 力 。 任 何 物体 在 外 力作 用 下 都 会 产生 或 大 或 小 的 变形 ， 构 
件 产生 过 大 的 变形 将 使 其 损坏 甚至 完全 表 失 所 应 承担 的 使 用 功能 。 比 如 厂房 结构 产生 过 大 
的 变形 ， 会 影响 精密 仪器 的 操作 精度 ;桥梁 过 大 的 挠 度 则 会 影响 桥 面 行车 舒适 度 ， 吊 车 梁 
过 大 的 变形 会 影响 吊车 的 正常 运行 和 使 用 期 限 。 因 此 在 荷载 作用 下 ,构件 产生 的 变形 应 不 
超过 工程 上 允许 的 范围 ， 这 就 要 求 构 件 具 有 一 定 的 抵抗 变形 的 能 力 ， 这 就 是 刚度 。 刚 度 越 
大 的 构件 ， 抵 抗 变形 的 能 力 越 强 ， 在 同样 荷载 作用 下 ,产生 的 变形 就 越 小 。 如 材料 和 长 度 
均 相 同 但 粗细 不 同 的 两 根 杆 ， 在 相同 荷载 作用 下 ， 细 杆 比 粗 杆 容易 变形 ， 原 因 就 是 细 杆 的 
刚度 比 粗 杆 的 刚度 小 。 
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\ 
工程 





3. 稳定 性 要 求 


稳定 性 是 指 构件 维持 原 有 平衡 状态 的 能 力 ， 在 荷载 作用 下 的 平衡 应 保持 为 一 种 稳定 的 
平衡 。 有 些 受 压力 作用 的 细 长 杆 ， 如 细 长 的 柱 或 术 架 结构 中 的 受 压 杆 ， 应 始终 维持 原 有 的 
直线 平衡 状态 ,避免 被 压 弯 。 如 果 受 压 杆 突然 从 原来 的 直线 状态 变 成 弯曲 状态 ， 这 种 现象 
称 为 丧失 稳定 性 ， 简 称 失 稳 。 

在 工程 结构 中 ， 构 件 都 要 具有 足够 的 强度 、 刚 度 和 稳定 性 ， 保 证 工程 结构 能 够 安全 工 
作 。 同 时 还 要 尽 可 能 合理 选用 材料 ， 降 低 材料 的 消耗 量 ， 以 节约 资金 和 减轻 自重 。 构 件 的 
强度 、 刚 度 和 稳定 性 问题 均 与 所 用 材料 的 力学 性 能 有 关 ， 而 力学 性 能 需要 通过 试验 来 测 
定 。 比 如 材料 的 抗 压强 度 、 抗 拉 强 度 、 材 料 的 变形 与 所 受 外 力 的 关系 等 。 此 外 ， 某 些 经 过 
简化 的 理论 是 否 可 信 ， 也 需要 由 试验 来 验证 。 因 此 试验 研究 和 理论 分 析 同 等 重要 ， 都 是 解 
决 材料 问题 的 有 效 方法 。 

综 上 所 述 ， 材 料 力学 的 研究 对 象 是 构件 ， 研 究 的 主要 内 容 是 构件 的 强度 、 刚 度 、 稳 定 
性 和 材料 的 力学 性 能 ， 研 究 方法 包括 理论 分 析 和 试验 研究 。 









































| 7. 2 关于 变形 固体 的 概念 


在 静 力 学 中 ， 将 物体 视 为 不 发 生变 形 的 刚体 ， 进 而 讨论 其 平衡 问题 。 但 事实 上 ， 自 然 
界 中 的 任何 物体 在 力 的 作用 下 都 要 产生 或 大 或 小 的 变形 > 这 种 变形 包括 物体 尺寸 的 改变 和 
形状 的 改变 ， 有 些 还 会 发 生 破 坏 因此 ， 在 材料 力学 中 ， 不仅 要 研究 物体 的 受 力 ， 还 要 研 
究 物 体 受 力 后 和 破坏 ， 以 保证 设计 的 工程 结构 能 够 实现 预期 的 功能 和 正常 工作 。 要 
研究 固体 的 变形 和 破坏 ， 就 不 能 再 接受 刚体 假设 而 必须 将 物体 视 为 变形 固体 。 同 时 ， 这 
种 理论 假设 的 改变 也 使 静 力 学 中 的 某 些 公理 不 能 被 简单 地 运用 到 材料 力学 中 去 ， 在 运用 
的 时 候 既 要 考虑 为 的 等 效 ， 也 要 考虑 变形 的 等 效 。 

变形 固体 在 外 力作 用 下 产生 的 变形 ,根据 变形 性 质 可 分 为 弹性 变形 和 塑性 变形 。 工 
程 上 所 用 的 材料 在 荷载 作用 下 均 会 发 生变 形 。 当 荷载 在 一 定 范围 以 内 时 ， 绝 大 多 数 材料 
会 在 外 除 荷载 后 恢复 原状 ， 但 当 荷 载 超过 一 定 限 度 时 ， 在 印 除 荷载 后 就 不 能 完全 恢复 原 
状 了 ， 而 是 残留 一 部 分 变形 。 把 在 务 除 荷 载 后 能 完全 恢复 的 变形 称 为 弹性 变形 ， 不 能 恢 
复 而 残留 下 来 的 那 一 部 分 变形 称 为 塑性 变形 。 任 何 一 种 材料 ， 当 荷载 不 超过 一 定 限度 
的 时 候 ， 可 近似 认为 其 变形 是 弹性 变形 ， 当 务 除 荷载 后 ， 变 形 全 部 恢复 ， 如 果 荷 载 超 
过 了 限度 ， 印 除 荷 载 后 就 会 有 残余 变形 ， 即 塑性 变形 。 多 数 构件 在 正常 工作 条 件 下 ， 
均 要 求 材料 只 发 生 弹 性 变形 ， 因 此 在 材料 力学 中 研究 的 问题 多 局 限于 弹性 变形 范 
围 内 。 

工程 中 的 构件 在 荷载 作用 下 ， 其 变形 与 构件 的 原始 尺寸 相 比 通常 很 小 ,可 忽略 不 计 ， 
称 这 类 变形 为 “小 变形 ”。 在 这 种 情况 下 来 研究 构件 的 平衡 以 及 内 部 受 力 和 变形 等 问题 时 ， 
就 可 以 按 构件 的 原始 尺寸 和 形状 进行 计算 。 与 此 相反 ,有些 构件 在 受 力 后 会 产生 很 大 的 变 
形 ， 如 果 按 原始 尺寸 计算 将 会 产生 很 大 的 误差 ， 此 时 必须 按 变 形 后 的 形状 来 进行 计算 ， 称 
之 为 “大 变形 ”问题 。 材 料 力 学 主要 研究 的 是 小 变形 问题 大 变形 问题 仅 在 压 杆 稳 定 一 章 
有 所 涉及 。 
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和 要 本 概 全 


| 7. 3 材料 力学 采用 的 基本 假设 


对 于 可 变形 固体 制 成 的 构件 ， 在 进行 强度 、 刚 度 和 稳定 性 计算 时 ， 常 把 它 简化 成 抽象 
的 力学 模型 ， 再 进行 理论 分 析 。 在 简化 的 过 程 中 ,通常 略 去 一 些 次 要 因素 ， 掌 握 与 问题 有 
关 的 主要 力学 性 质 。 因 此 ， 在 材料 力学 的 研究 中 ， 对 变形 固体 做 下 列 基 本 假设 。 

1. 连续 性 假设 


固体 在 整个 体积 内 充满 了 物质 ， 没 有 空隙 ， 结 构 密 实 。 实 际 上 ,组 成 固体 的 粒子 之 间 
是 有 空隙 的 ， 并 不 连续 ， 但 这 种 空隙 相对 于 构件 的 尺 二 来 说 极其 微小 ， 可 以 忽略 不 计 ， 进 
而 假设 整个 固体 密实 无 空隙。 根据 这 一 假设 ， 可 以 在 受 力 构件 内 的 任意 一 点 截取 一 个 微小 
体积 单元 来 进行 研究 ， 从 而 可 以 进行 无 限 小 量 的 极限 分 析 。 而 且 关 变形 后 的 固体 也 是 保持 
连续 的 ， 没 有 物质 之 间 的 重 全 与 消失 ,满足 几何 相 容 条件 。 

2. 均匀 性 假设 


从 固体 内 任意 一 点 处 取出 的 单元 体 ， 其 力学 性 能 都 能 代表 整个 固体 的 力学 性 能 。 但 是 不 
同 的 材料 对 所 取 的 单元 体 的 尺寸 有 一 定 的 要 求 必 最 小 尺寸 必须 所 取 的 体积 单元 所 体现 的 
力学 性 能 具有 代表 性 ， 体 积 中 包含 足够 多 的 基本 组 成 部 分 ， 使 其 力学 性 能 的 统计 平均 值 能 
保持 一 个 恒定 的 量 。 对 于 混凝土 来 说 :“ 它 的 基本 组 成 部 分 是 砂 、 石 、 水 泥 ， 取 15cm xX 
15cmX15cm 的 混凝土 立方 体 作 为 标准 试 块 ， 才 可 以 代表 同一 批 混凝土 的 力学 性 能 ， 而 对 
于 金属 来 说 ， 取 0. ImmX0.1mniXx0, lmnm 的 立方 体 就 具有 足够 的 代表 性 了 ， 因 为 组 成 金 
属 的 晶 粒 非常 微小 ， 在 这 个 小 立方 体内 部 已 经 有 足够 数量 的 晶 粒 ， 这 些 晶 粒 的 力学 性 能 的 
统计 平均 值 ， 与 金属 的 力学 性 能 足够 接近 ， 具 有 代表 性 。 如 果 研 究 的 对 象 不 是 构件 而 是 组 
成 材料 的 晶体 ， 那 徐 均 匀 性 假设 将 不 再 成 立 % 

3. 各 向 同性 假设 


认为 材料 沿 着 各 个 方向 的 力学 性 能 是 相同 的 。 对 于 金属 来 说 ， 单 独 一 个 晶 粒 的 力学 
能 是 有 方向 性 的 ， 但 因为 体积 单元 内 部 包含 极 多 的 唱 粒 ,并且 是 杂乱 无 章 的 排列 ， 最 终 体 
现 出 来 的 力学 性 能 就 接近 于 各 向 同性 了 。 但 是 对 于 像 木 材 这 样 的 材料 ， 它 的 力学 性 能 具有 
明显 的 方向 性 ， 就 不 能 认为 是 各 向 同性 的 了 ， 而 应 按 各 向 异性 材料 来 考虑 。 

以 上 为 材料 力学 的 3 个 基本 假设 ， 通过 这 样 的 假设 ， 能够 方便 地 进行 理论 研究 和 工程 
计算 ， 而 且 它 的 精度 可 以 满足 工程 结构 的 一 般 要 求 。 

概括 起 来 ， 材 料 力学 中 的 “材料 ”是 连续 、 均 匀 、 各 向 同性 的 变形 固体 ， 主 要 解决 弹 
性 范围 内 的 小 变形 问题 。 研 究 的 对 象 是 构件 ,大 多 数 抽象 为 杆 件 ， 即 纵向 尺寸 比 横向 尺 二 
大 得 多 的 构件 ， 如 梁 、 柱 等 均 为 杆 件 。 杆 件 的 两 个 基本 几何 因素 是 横 截 面 和 轴线 ， 横 截面 
是 垂直 于 长 度 方向 的 截面 ， 而 轴线 是 各 个 横 截 面 形 心 的 连 线 。 


| 了 4 内 力 的 概念 . 截面 法 




































































构件 在 受到 外 力作 用 而 产生 变形 时 .其 内 部 各 部 分 之 间 因 相对 位 置 改 变 而 引起 的 相互 
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作用 就 是 内 力 。 由 于 构件 是 均匀 连续 的 可 变形 固体 ， 因 此 在 构件 内 部 相 邻 部 分 之 间 相 互 作 
用 的 内 力 ， 实 际 上 是 一 个 在 截面 上 连续 分 布 的 内 力 系 ， 而 将 其 分 布 内 力 系 的 合成 ( 力 或 力 
偶 ) 简 称 为 内 力 ， 也 就 是 说 ， 内 力 是 由 外 力 引起 的 ， 并 随 着 外 力 的 变化 而 变化 。 对 于 单独 
的 一 根 构件 来 说 ， 其 他 构件 或 物体 作用 于 该 构件 上 的 力 均 为 外 力 。 同 时 ， 外 力也 包括 温 
度 、 超 静 定 结构 的 支 座 沉降 等 外 界 因 素 的 作用 。 

各 种 外 力 使 构件 内 部 产生 内 力 ， 而 内 力 总 是 和 变形 联系 在 一 起 。 因 此 ， 在 研究 构件 的 
强度 、 刚 度 等 问题 时 ， 均 与 内 力 这 个 因素 有 关 。 在 结构 工程 中 常常 要 确定 一 个 构件 在 具体 
的 外 力作 用 下 某 一 个 截面 上 的 内 力 ， 然 后 根据 这 个 内 力 选 择 材料 ， 或 者 配置 钢筋 ， 让 这 个 
构件 满足 强度 、 刚 度 和 稳定 性 的 要 求 。 通常 采用 下 述 的 截面 法 来 确定 某 一 截面 上 的 内 
力 值 。 

为 了 显示 内 力 ， 首 先 用 一 个 假想 截面 法 截 开 物体 ， 显 示 出 作用 在 该 截面 上 的 内 力 。 如 
图 7.1(a) 所 示 ， 圆 杆 受 外 力 F 、F; 、F, 和 力 偶 M 作用 而 处 于 平衡 状态 ， 因 此 ， 圆 杆 的 任 
何 一 个 部 分 也 必然 处 于 平衡 状态 。 如 果 要 研究 圆 杆 内 某 一 截面 C 上 的 内 力 ， 则 可 沿 该 截面 
将 圆 杆 截 开 ， 任 取 一 部 分 研究 其 平衡 。 

沿 C 截 面 将 圆 杆 截 为 A、B 两 部 分 任 取 一 部 分 :A 作为 研究 对 象 , 该 部 分 上 作用 的 外 力 
是 FI ，F,， 处 于 平衡 状态 。 在 外 力 F 、F, 作用 下 ,A 部 分 能 保持 平衡 是 因为 受到 B 部 分 的 
约束 ， 因 此 在 截面 C 上 有 B 部 分 对 A 部 分 的 连续 分 布 内 力 系 的 作用 ， 如 图 7.1(b) 所 示 。 对 
于 C 截面 处 的 空间 任意 力 系 ， 进 行 简 化 合成 之 后 可 得 到 C 截面 的 内 力 ， 即 作用 于 截面 形 心 处 
的 沿 3 个 坐标 轴 的 力 (F,、F,、F.) 和 绕 3 个 轴 的 力 偶 (Mr 、M-)， 如 图 7.1(c) 所 示 。 
如 果 外 力 已 知 ， 则 C 截面 上 内 办 的 ,6 站 分 量 ， 可 由 空间 力 系 的 6 个 独立 平衡 方程 求 得 。 

若 取 B 部 分 作为 研究 对 象 也 会 得 到 同样 的 结果 5 并且 A 部 分 C 截面 处 的 作用 力 ， 
与 B 部 分 C 截面 处 的 作用 力 是 一 对 相互 作用 力 : 

在 实际 工程 结构 中 ,截面 上 的 内 力 并 不 一 定 都 是 上 述 的 6 个 分 量 ， 如 果 构 件 有 对 称 面 
且 外 力 均 作用 在 该 平面 内 ， 则 成 为 平面 问题 ， 如 图 7. 2(a) 所 示 。 用 截面 法 沿 C 截面 切 开 
后 ， 任 取 A 部 分 为 研究 对 象 ， 则 截面 C 上 的 内 力 只 有 作用 在 该 平面 形 心 处 的 3 个 分 量 ， 
即 Fv、Fs、M， 其 值 可 由 平面 力 系 的 3 个 独立 平衡 方程 确定 。 
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如 果 作 用 在 构件 上 的 外 力 都 在 同一 直线 上 ， 并 且 这 条 直线 就 是 构件 的 轴线 ， 如 图 7. 2 
(b) 所 示 ， 则 C 截面 上 只 有 一 个 内 力 F。 一 般 随 着 外 力 与 变形 形式 的 不 同 ,截面 上 存在 的 
内 力 分 量 也 不 同 。 

上 述 用 一 个 假想 截面 把 构件 分 成 两 部 分 ， 以 确定 假想 截面 处 的 内 力 的 方法 称 为 截面 
法 。 可 将 其 归纳 为 以 下 3 个 步骤 。 

(1) 在 需要 求 内 力 的 截面 处 ， 用 假想 截面 将 构件 分 成 两 个 部 分 。 

(2) 任 取 一 部 分 作为 研究 对 象 ， 将 舍弃 的 部 分 对 研究 对 象 的 作用 以 内 力 的 形式 来 
代替 。 

(3) 根据 研究 对 象 的 平衡 条 件 ， 列 平衡 方程 确定 内 力 值 。 

在 求 内 力 的 时 候 ， 有 一 点 必须 要 注意 ， 因 为 材料 力学 所 研究 的 是 变形 体 ， 在 截取 研究 
对 象 之 前 ， 力 和 力 偶 都 不 可 以 像 研 究 刚体 时 那样 随意 移动 。 在 变形 体 中 ， 如 果 一 个 力 系 用 
别 的 等 效力 系 来 代替 ， 虽 然 对 整体 平衡 没有 影响 ， 但 对 构件 的 内 力 和 变形 来 说 ， 却 有 很 大 
差别 。 例 如 图 7. 3(a) 的 所 示 拉 杆 ， 在 刚体 中 力 正 可 以 沿 着 作用 线 移 动 。 但 是 在 变形 体 中 ， 
当 正 作用 在 杆 端 时 ， 整 个 杆 件 都 受 拉 力作 用 ， 杆 的 各 个 部 分 都 产生 内 力 和 变形 。 而 当下 
作用 在 杆 的 中 间 的 时 候 ， 如 图 7.3(b) 所 示 ， 则 只 有 力作 用 点 以 上 部 分 受 拉 形 。 
两 者 的 内 力 和 变形 显然 不 同 。 再 如 图 7.4 所 示 的 染 , 昌 然 是 等 效力 系 ， 但 是 变形 大 不 相 
同 。 因 此 在 应 用 力 的 等 效 时 ， 要 特别 慎重 ， 既 要 考虑 力 的 等 效 ， 也 要 考虑 变形 的 等 效 。 



































| 7 .5 应力 的 概念 


在 确定 了 构件 的 内 力 之 后 ， 还 不 能 判断 构件 是 否 会 因 强度 不 足 而 破坏 ， 即 不 能 判断 它 








的 危险 程度 。 比 如 材料 和 长 度 均 相 同 但 截面 不 同 的 两 个 等 圆 截 面 直 杆 ， 在 受到 同样 的 轴 向 
拉力 作用 时 的 危险 程度 是 不 一 样 的 ,截面 小 的 会 更 危险 ,容易 被 拉 断 。 因 此 ,要 判断 杆 是 
否 会 因 强度 不 足 而 破坏 ， 还 必须 知道 内 力 在 截面 上 各 点 的 分 布 情况 。 对 于 某 一 确定 截面 
上 面 处 处 都 有 内 力 的 存在 ， 截 面 内 力 实际 上 是 连续 分 布 在 整个 截面 上 的 分 布 力 系 ， 用 截面 
法 确定 的 内 力 是 截面 内 力 的 合力 。 为 了 考察 某 一 确定 截面 上 的 内 力 分 布 情况 或 截面 上 某 一 
点 O 的 内 力 ， 可 在 截面 上 围绕 O 点 取 一 微小 面积 AA， 若 作用 在 微小 面积 上 的 内 力 为 AF， 
则 定义 

































































= 人 (7-1) 
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式 中 pw 称 为 面积 AA 上 的 平均 应 力 ， 一 般 说 来 ， 截面 上 的 内 力 分 布 并 不 均匀 ， 因 而 ， 
均 应 力 p 的 大 小 和 方向 将 随 着 AA 的 大 小 而 变化 , 为 了 表明 分 布 力 在 O 点 的 集 度 , 令 微 
小 面积 AA 无 限 缩小 而 趋 于 零 ， 可 得 到 O 点 的 极限 值 





p= is a 
AAAA 


《7 一 2 











了 式 中 p 是 O 点 的 内 力 集 度 ， 称 为 该 截面 上 OO 点 的 总 应 力 。 
让-- 力 ”总 应 力 p 是 矢量 ,p 的 方向 与 AF 的 方向 一 致 ， 其 在 截 
回 此 | 面 法 向 上 的 分 量 为 a。， 称 为 正 应 力 或 法 向 应 力 ; 沿 截面 
0 ” 切 向 上 的 分 量 为 r， 称 为 切 应力 或 剪 应 力 ， 如 图 7.5 

Ad4-0 ”所 示 。 
图 7.5 也 可 以 首先 把 AF 沿 着 截面 的 法 向 和 切 向 分 解 为 

AF、 和 AFs， 同 理 有 

一 器 息 or 


从 应 力 的 定义 可 以 看 出 ， 应 力 具 有 如 下 特征 。 

(1) 应 力 必须 限定 在 某 一 确定 截面 上 的 某 一 确定 点 才 有 意义 ， 因 为 构件 在 外 力 的 作用 
下 ,可 能 每 一 个 截面 的 内 力 都 不 相同 而且 同 一 截面 上 不 同 点 处 的 应 力 值 也 各 不 相同 。 所 
以 在 讨论 应 力 时 ， 必 须 明 确 应 力 所 在 截面 和 所 在 点 的 位 置 ; 

(2) 应 力 是 矢量 ， 一 般 将 其 分 解 为 沿 着 截面 法 向 的 正 应 力 和 沿 着 截面 切 向 的 切 应 力 。 
通常 规定 离开 截面 的 正 应 力 为 正 ， 指 向 截面 的 正 应 为 为 负 ， 即 拉 应 力 为 正 ， 压 应 力 为 负 ， 
使 研究 对 象 产生 顺 时 针 转 动 的 切 应 力 为 正 ， 使 研究 对 象 产生 逆 时 针 转 动 的 为 负 ， 这 是 对 应 
力 正 负 符号 的 规定 : 

(3) 应 力 的 单位 是 Pa， 名 称 为 “帕斯卡 ”， 或 者 简称 “ 帕 ”，1Pa=1N/m 。 工 程 结 构 
中 通常 用 MPa 作为 应 力 单位 ，1MPa 二 10"Pa。 

掌握 应 力 的 概念 之 后 ,就 可 以 对 构件 的 强度 进行 验算 了 ,应 力 越 大 的 点 就 越 危险 。 内 
力 最 大 的 截面 称 为 危险 截面 ， 某 截面 上 应 力 最 大 的 点 称 为 该 截面 的 危险 点 ， 危 险 截面 上 的 
危险 点 为 整个 构件 的 最 危险 点 ， 如 果 该 点 的 应 力 没有 超过 强度 的 限 值 ， 那 么 这 个 构件 就 不 
会 破坏 。 通 过 应 力也 能 够 很 好 地 解释 为 什么 材料 、 长 度 都 相同 的 两 个 等 圆 截面 直 杆 ， 截 面 
小 的 更 危险 。 

















| 7.6 位 移 和 应 变 的 概念 











刚体 在 外 力作 用 下 ， 从 原 位 置 移 动 到 一 个 新 的 位 置 ， 刚 体内 部 的 各 部 分 均 因 位 置 的 改 
变 而 产生 不 同 的 位 移 ， 这 种 位 移 可 以 用 线 位 移 和 角 位 移 来 表示 。 刚 体内 的 某 一 点 从 原 位 置 
到 新 位 置 的 连 线 表示 该 点 的 线 位 移 ， 刚 体内 的 某 一 线段 或 某 一 平面 在 构件 位 置 改变 时 转动 
的 角度 称 为 角 位 移 。 不 同 点 的 线 位 移 以 及 不 同 截面 的 角 位 移 一 般 都 是 各 不 相同 的 ， 但 它们 
都 是 空间 坐标 的 函数 。 
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变形 体 在 外 力作 用 下 ， 不 但 会 产生 位 移 ， 也 会 引起 受 力 体形 状 和 大 小 的 变化 ， 这 种 变 
化 称 为 变形 。 这 种 变化 有 的 非常 明显 ， 有 的 不 易 察 觉 ， 需 用 仪器 进行 精确 的 测量 。 一 个 构 
件 ( 变 形体 ) 的 形状 总 可 以 用 它 各 部 分 的 长 度 和 角度 来 表示 ， 因 此 构件 的 变形 也 可 以 归结 为 
长 度 的 改变 和 角度 的 改变 ， 即 线 变 形 和 角 变形 两 种 形式 。 

在 变形 体内 的 某 一 点 O 处 , 任 取 一 个 微小 六 面体 ， 它 的 变形 如 图 7. 6 所 示 ， 变 形 可 分 
为 两 类 。 





























D 
i 
A | x 
[as| 
(a) (b) (©) 
图 7.6 
(1) 沿 棱 边 方向 的 伸 长 或 缩短 ， 如 微小 六 面体 图 7.6(a) 中 沿 工 方向 的 原 长 为 dz， 变 
形 后 变 为 dz 十 du，du 是 沿 z 方向 的 伸 长 量 或 变形 量 , 但 仅 用 du 还 不 足以 说 明 沿 z 方向 
的 变形 程度 。 比 如 除 长 度 不 同 之 外 其 余 均 相同 的 两 个 直 杆 ， 长 度 分 别 为 10m 和 lm， 当 它 





们 沿 轴线 方向 共同 伸 长 0. lm 的 时 候 ,“ 对 两 个 直 杆 来 说 ， 其 变形 程度 是 不 同 的 ， 因 为 变形 
程度 不 但 与 变形 量 有 关 ， 还 与 变形 方向 上 的 原始 长 度 有 闫 ,因而 取 相 对 伸 长 Au/Ax 来 度 
量 沿 z 方向 的 变形 程度 。Au/Az 实际 上 是 在 dz 范围 内 单位 长 度 上 的 平均 伸 长 量 ， 还 与 dz 
的 长 短 有 关 ， 为 了 消除 尺寸 的 影响 ， 可 对 其 取 极限 
ein (人 = 人 
es 称 为 O 点 处 沿 工 方向 的 线 应 变 。 
(2) 棱 边 间 顽 角 的 改变 。 如 图 7.6(c) 中 的 AC、AB 边 之 间 的 夹 角 在 变形 前 为 直角 ， 变 
形 后 该 直角 减 小 了 yY， 角 度 的 改变 量 y 称 为 切 应 变 。 
构件 中 不 同 点 处 的 线 应 变 和 切 应 变 一 般 是 不 同 的 ,它们 也 是 空间 坐标 的 函数 ， 用 来 表 
示 一 点 处 的 微小 变形 情况 。 整 个 构件 形状 和 尺寸 的 改变 ， 就 是 由 无 数 这 样 的 微小 变形 积累 
的 结果 。 就 像 力 与 变形 同时 存在 一 样 ， 应 力 与 应 变 也 同时 存在 ， 且 其 间 存 在 着 一 定 的 关 
系 ， 这 在 后 面 的 章节 中 会 展开 讨论 。 























| 7.7 构件 变形 的 基本 形式 


实际 构件 有 各 种 不 同 的 形状 。 材 料 力学 主要 研究 长 度 远大 于 横 截面 尺 寸 的 构件 ， 也 就 
是 杆 件 。 轴 线 是 直线 的 杆 件 称 为 直 杆 ， 横 截面 的 大 小 和 形状 均 不 变 的 直 杆 称 为 等 直 杆 。 轴 
线 是 曲线 的 杆 件 称 为 曲 杆 ， 轴 线 各 点 处 的 横 截 面 均 垂直 于 轴线 。 一 般 结构 工程 中 的 梁 、 柱 
均 为 直 杆 ,拱桥 中 的 拱 肋 可 看 作曲 杆 。 

在 不 同形 式 的 外 力作 用 下 。 杆 件 所 产生 的 变形 形式 也 各 不 相同 。 杆 件 变形 的 基本 形式 
有 以 下 4 种 。 
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(1) 轴 向 拉 伸 或 压缩 。 在 一 对 方向 相反 、 作 用 线 与 直 杆 轴线 重合 的 外 力作 用 下 ， 直 杆 
的 主要 变形 是 长 度 的 改变 ,这 种 变形 形式 称 为 轴 向 拉 伸 或 轴 向 压缩 ， 如 图 7.7(a)、(b) 所 
示 。 斜 拉 桥 上 的 斜 拉 钢 索 、 顶 架 的 杆 件 等 都 属于 拉 伸 或 压缩 变形 。 








图 7.7 


(2) 剪 切 ， 如 图 7.7(c) 所 示 。 在 一 对 相距 很 近 的 天 小 相同 、 指 向 相反 的 横向 外 力 下 的 
E 用 下 ， 杆 件 的 横 截面 将 沿 外 力 方 向 发 生 错 动 ， 这 种 变形 形式 称 为 剪 切 。 键 、 销 钉 、 螺 栓 
等 都 能 产生 剪 切 变形 。 
(3) 扭转 ， 如 图 7.7(d) 所 示 。 在 一 对 转向 相反 、 作 用 面 垂直 于 直 杆 轴线 的 外 力 偶 M 
的 作用 下 ， 直 杆 的 各 个 相 邻 截面 将 绕 轴 线 发 生 相 对 转动 。 销 孔 机 的 钼 杆 、 汽 车 的 传动 轴 等 
都 是 受 扭 构件 。 
(4) 弯曲 ， 如 图 7. 7(e) 所 示 。 在 一 个 垂直 于 杆 件 轴线 的 横向 力作 用 下 或 作用 于 包含 杆 
轴 的 纵向 平面 内 的 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 的 力 偶 作用 下 ， 杆 件 的 轴线 由 直线 变 为 曲线 的 
这 种 变形 形式 ， 叫 做 弯曲 变形 。 楼 房 中 的 承重 梁 < 桥梁 中 的 工 形 梁 等 都 能 产生 弯曲 变形 。 
工程 中 常用 构件 在 荷载 作用 下 产生 的 变形 ,多 为 上 述 4 种 基本 变形 的 组 合 ， 完 全 为 一 
种 基本 变形 的 构件 较为 少见 。 如 果 构 件 以 某 寺 基本 变形 形式 为 主 ， 而 其 他 变形 形式 处 于 次 
要 地 位 可 以 忽略 ,“ 则 可 以 按 单一 变形 形式 进行 计算 。 如 果 几 种 变形 形式 都 非 次 要 变形 ， 则 
属于 组 合 变 形 问题 ， 对 这 几 种 变形 形式 都 要 加 以 讨论 。 








本 章 小 结 


1. 保证 构件 正常 工作 应 满足 的 要 求 

强度 : 在 荷载 作用 下 ,构件 应 不 发 生 破坏 (断裂 或 塑性 届 服 )。 

刚度 : 在 荷载 作用 下 ,构件 所 产生 的 变形 应 不 超过 工程 允许 的 范围 。 

稳定 性 : 在 荷载 作用 下 ,构件 在 其 原 有 形态 下 的 平衡 应 保持 为 稳定 的 平衡 。 

2. 材料 力学 基本 假设 

连续 性 假设 : 认为 材料 沿 各 个 方向 的 力学 性 能 完全 相同 。 

均匀 性 假设 : 认为 从 固体 内 任 一 点 处 取出 的 体积 单元 的 力学 性 能 完全 相同 。 

各 向 同性 假设 : 认为 材料 沿 各 个 方向 的 力学 性 能 完全 相同 。 

3， 内力 、 应 力 、 位 移 、 变 形 与 应 变 的 概念 

内 力 : 构件 在 受到 外 力作 用 而 产生 变形 时 ， 其 内 部 各 部 分 之 间 因 相对 位 置 改 变 而 引起 
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页 7 而 结论 和 基本 概念 





的 相互 作用 。 
应 力 : 构件 某 一 截面 上 的 某 一 点 处 的 内 力 集 度 ， 沿 截面 法 向 的 称 为 正 应 力 ， 沿 截面 切 
向 的 称 为 切 应 力 。 


位 移 : 刚体 在 外 力作 用 下 ， 从 原 位 置 移动 到 一 个 新 的 位 置 ， 刚 体内 部 各 部 分 这 种 位 置 
的 改变 称 为 位 移 ， 可 由 线 位移 和 角 位 移 来 表示 。 刚 体内 的 某 一 点 从 原 位 置 到 新 位 置 的 连 线 
表示 该 点 的 线 位 移 ， 刚 体内 的 某 一 线段 或 某 一 平面 在 构件 位 置 改变 时 转动 的 角度 称 为 角 
位 移 。 

变形 : 变形 体 在 外 力作 用 下 产生 的 形状 和 大 小 的 变化 称 为 变形 ， 可 由 线 变 形 和 角 变 形 
来 表示 。 

应 变 : 任 取 一 个 微小 六 面体 ， 沿 棱 边 方向 单位 长 度 上 的 平均 伸 长 或 缩短 量 称 为 线 应 
变 ,， 楼 边 间 夹 角 的 改变 量 称 为 切 应 变 。 

4. 截面 法 

用 一 个 假想 截面 把 构件 分 成 两 部 分 ， 以 确定 假想 截面 处 内 力 的 方法 称 为 截面 法 。 可 将 
其 归纳 为 以 下 3 个 步骤 。 

(1) 在 需要 求 内 力 的 截面 处 ， 用 假想 截面 将 构件 分 成 两 个 部 分 。 

(2) 任 取 一 部 分 作为 研究 对 象 ， 将 舍弃 的 部 分 对 研究 对 象 的 作用 以 内 力 的 形式 来 代替 。 

(3) 根据 研究 对 象 的 平衡 条 件 ， 列 平衡 方程 确定 内 力 值 。 

5. 杆 件 变形 的 基本 形式 

轴 向 拉 伸 和 压缩 : 在 一 对 作用 线 与 直 杆 轴线 重合 的 外 力作 用 下 ， 直 杆 的 主要 变形 为 长 
度 改变 。 

剪 切 ， 在 一 对 相距 很 近 的 大 小 相等 、 方 向 相反 的 横向 外 力作 用 下 ， 直 杆 的 主要 变形 为 
横 截 面 沿 外 力作 用 方向 发 生 相对 错 动 。 

扭转 : 在 一 对 转向 相反 ， 作 用 面 垂直 于 杆 轴线 的 外 力 偶 作 用 下 ， 直 杆 的 相 邻 横 截 面 将 
绕 轴 线 发 生 相 对 转动 。 

纯 弯 曲 : 在 一 对 转向 相反 ,作用 面 在 包含 杆 轴线 在 内 的 纵向 平面 内 的 外 力 偶 作 用 下 , 直 
杆 的 相 邻 模 截 面 将 绕 垂直 于 纵向 平面 的 某 一 横向 轴 发 生 相 对 转动 ， 其 轴线 将 弯曲 成 曲线 。 



































思 考 题 


1. 静 力 学 公理 中 的 哪 条 不 适用 于 变形 固体 ? 
2. 何 为 各 向 异性 ? 举例 说 明 各 向 异性 材料 的 特点 。 
3. 试 计算 截面 面积 为 A 的 直 杆 在 轴 向 拉 伸 力 下 的 作用 下 ,截面 上 的 应 力 分 布 情况 。 


习 题 


7-1 试 求 图 7.8 所 示 结 构 mm 和 nn 两 截面 上 的 内 力 ， 并 指出 AB 和 BC 两 杆 的 
变形 属于 哪 类 基本 变形 。 
7-2 在 图 7.9 所 示 简 易 吊 车 的 横梁 上 ,下 力 可 以 左右 移动 。 试 求 截面 1-1 和 2-2 
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上 的 内 力 及 其 最 大 值 。 





图 7.8 图 7.9 
7-3 如 图 7.10 所 示 ， 拉 伸 试 样 上 A、B 两 点 的 距离 ! 称 为 标 距 。 受 拉力 作用 后 ， 
变形 仪 量 出 两 点 距离 的 增 量 为 A 二 5X10-*mm。 车 /的 原 长 为 IJ00mm， 试 求 A 与 B 两 点 
间 的 平均 应 变 ew 。 
7-4 图 7.11 所 示 三 角形 薄板 因 受 外 力作 用 而 变形 ， 角 点 B 垂直 向 上 的 位 移 为 
0.03mm, 但 AB 和 BC 仍 保持 为 直线 。 试 求 沿 0B, 的 平均 应 变 ， 并 求 AB 与 BC 两 边 在 B 
点 的 角度 改变 量 。 
































my rr 2 
图 7.10 图 7.11 


7-5 图 和 12 所 示 圆 形 薄 板 的 半径 为 R， 变 形 后 R 的 增 量 为 AR。 若 R= 80mm， 
AR 一 3X10 mm， 试 求 沿 半径 方向 和 外 圆 圆 周 方向 的 平均 应 变 。 
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第 8 
轴 向 拉 伸 和 压缩 


【教学 提示 】 

本 章 主要 介绍 拉 压 杆 的 内 力 、 应 力 、 变 形 以 及 材料 在 拉 伸 与 压缩 时 的 力学 性 能 ， 分 析 
拉 压 杆 的 强度 问题 。 

【学 习 要 求 】 

通过 本 章 的 学 习 ， 掌 握 轴 向 拉 压 杆 件 的 内 力 计算 . 会 做 轴 力 图 ;掌握 横 截面 、 儿 截面 
应 力 分 析 方 法 与 强度 计算 ; 掌握 胡 克 定律 及 拉 压 杆 的 变形 计算 方法 ; 了 解 塑 性 、 脆 性 材料 
的 拉 伸 与 压缩 力学 性 能 及 测试 方法 ; 了 解 应 力 集中 的 概念 。 


| 8. 1 轴 向 拉 伸 、 压 缩 的 概念 及 工程 实例 


在 不 同形 式 的 外 力作 用 下 ,， 杆 竹 的 内 力 、 变 形 及 应 变相 应 的 也 不 同 。 

承受 拉 伸 或 压缩 的 构件 是 材料 力学 中 最 简单 的 也 是 最 常见 的 一 种 受 力 构件 ， 它 们 在 
[ 程 实际 中 得 到 广泛 的 应 用 7 如 图 8.1 所 示 、 简易 吊车 中 的 AB 杆 是 受 轴 向 拉 伸 的 杆 
件 ，AC 杆 和 图 8.2 所 示 的 曲柄 滑 块 机 构 中 的 连 杆 AB 都 是 受 轴 向 压缩 的 杆 件 。 图 8. 3 
所 示 杭 架 中 的 各 杆 不 是 受 拉 便 是 受 压 ， 再 如 在 图 8.4 所 示 的 简单 起 重 装置 中 ， 钢 索 受 拉 ， 
撑 杆 受 压 。 
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图 8.3 图 8.4 
这 些 构件 均 为 直 杆 ， 其 受 力 特 点 是 ， 作 用 于 杆 件 外 力 的 合力 作用 线 与 杆 件 的 轴线 相 重 
合 ， 变 形 特点 是 ， 杆 件 沿 轴线 方向 伸 长 或 缩短 (图 8. 5) ， 作 用 线 沿 丁 件 轴线 的 荷载 称 为 轴 
向 荷载 。 以 轴 向 伸 长 或 缩短 为 主要 特征 的 变形 形式 ， 称 为 轴 疝 拉 压 ， 以 轴 向 拉 压 为 主要 变 
形 形 式 的 杆 件 ， 称 为 拉 压 杆 。 





本 童 将 研究 拉 压 杆 的 内 为 应力、 变形 以 及 材料 在 拉 伸 与 压缩 时 的 力学 性 能 ， 并 在 此 
基础 上 ,分析 拉 压 杆 的 强度 与 刚度 问题 ， 研 究 对 象 涉及 拉 压 静 定 与 超 静 定 问 题 。 


| 8. 2 轴 力 与 轴 力 图 


1. 轴 力 

在 轴 向 载荷 下 作用 下 [图 8.6(a)]， 杆 件 横 截面 上 的 唯一 内 力 分 量 为 轴 力 F、 [图 8.6 
(b)]， 轴 力 或 为 拉力 ,或 为 压力 (图 8.7), 为 区 别 起 见 ， 通 常规 定 拉 力 为 正 ， 压 力 为 负 。 
按 此 规定 ， 图 8. 6(b) 所 示 轴 力 为 正 ， 其 值 则 为 Fs 二 FF 




















F - + - - F 
~ ES ~ m 
mn F F 
(a) | 
mn 
m 
二 一 一 二 上 本 请 
一 上 下 一 
(b) mn 
图 8.6 图 8.7 
2. 轴 力 计算 


图 8. 8(a) 所 示 拉 压 杆 承受 3 个 轴 向 载荷 。 由 于 在 横 截 面 B 处 作用 有 外 力 ， 杆 件 AB 与 
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BC 段 的 轴 力 将 不 相同 ， 需 分 段 研究 。 


















































利用 截面 法 ， 在 AB 眉 内 任 一 模 截 面 ， 站 和 一 一 | - 攻 一 < 
1-1 处 将 杆 切 开 ， 并 选 切 开 后 的 左 段 为 1 (a) 三 
研究 对 象 [图 8. 8(b)]， 由 平衡 方程 2F f= 入 zi wi 
ZF,=0, Fm—2F=0 T 区 
得 AB 自 的 轴 力 为 二 " 
Fu =2F SE 
对 于 BC 段 , 仍 用 截面 法 .在任 一 横 了 四 衬 
截面 2 - 2 处 将 其 切 开 , 为 了 计算 简单 、 四 
选 切 开 后 的 右 段 为 研究 对 象 [图 8. 8(c)]， 图 8.8 
由 平衡 方程 
EF,=0, F—Fy=0 
得 BC 段 的 轴 力 为 


Fw=F 


综 上 所 述 ， 可 将 计算 轴 力 的 方法 概述 如 下 。 
(1) 在 需求 轴 力 的 横 截面 处 假想 地 将 杆 切 开 ， 并 任 选 切 开 后 的 任 一 杆 段 为 研究 


对 象 。 


(2) 画 所 选 杆 段 的 受 力图 为 了 计算 简便 ,可 将 轴 力 假设 为 拉力 ， 即 采用 所 谓 的 设 


正法 。 
(3) 建立 所 选 杆 段 的 导 
3， 轴 力图 


F 衡 方程 由 已 知 外 力 计算 切 开 截 面 止 的 未 知 轴 力 。 





如 果 杆 件 承 受 的 轴 向 外 力 的 数目 多 于 两 个 六 在 杆 的 不 同 区 段 的 轴 力 一 般 是 不 同 的。 为 
了 直观 地 反映 出 杆 件 各 横 截 面 上 轴 力 沿 杆 长 的 变化 规律 ， 并 找 出 最 大 轴 力 及 其 所 在 横 和 截面 
的 位 置 ， 可 以 由 图 线 的 方式 表示 轴 力 的 大 小 与 横 截面 位 置 的 关系 ,这 样 的 图 线 称 为 轴 力 
图 。 轴 力图 以 平行 于 杆 的 轴线 的 坐标 为 横 坐 标 ， 其 上 各 点 表示 横 截 面 的 位 置 ， 以 垂直 于 杆 
轴线 的 纵 坐 标 表 示 横 截面 上 轴 力 的 大 小 ， 在 给 定 的 比例 尺 下 ,根据 截面 法 求 得 的 轴 力 数 
值 ， 正 号 轴 力 画 在 轴 力 为 正 的 区 域 ， 负 号 轴 力 画 在 轴 力 为 负 的 区 域 ， 即 可 作出 轴 力 图 . 例 





如 ， 图 8. 8(a) 所 示 杆 的 轴 


力图 如 图 8. 8(d) 所 示 。 


例 8.1 一 等 截面 直 杆 受 力 情况 如 图 8. 9(a) 所 示 ， 试 作 其 轴 力 图 。 
解 : 解 此 题 可 以 先 求 出 约束 力 ， 再 求 轴 的 各 段 轴 力 ， 而 后 画 轴 力图 ,也 可 不 求 约束 
力 ， 从 轴 的 右 端 向 左 依 次 求 轴 的 各 段 轴 力 ， 再 画 轴 力 图 。 


(1) 求 约束 力 Fs 。 
作 杆 的 受 力图 ， 如 图 








8.9(b) 所 示 ， 由 >F,==0 得 
—Fxa—Fi+F,—F;+F,=0 
Fxa=10kN 


(2) 求 各 段 横 截面 上 的 轴 力 。 

直接 应 用 截面 法 计算 轴 力 、 一般 不 必 再 逐 段 截 开 并 作 隔 离 体 图 计算 时 取 截 面 左 轴 段 
或 右 轴 段 均 可 ,一 般 取 外 力 较 少 的 杆 段 计算 更 简便 。 

AB 段 1-1 截 面 : 分 析 左 侧 ， Fw 二 Fxs 二 10kN 
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BC 段 2-2 截面 : 分 析 左 侧 ，Fws 二 Fx 十 Fi 二 50kN 

CD 段 3-3 截面 : 分 析 右 侧 ，FN 一 已 一 已 一 一 5kN 

DE 段 4-4 截面 : 分 析 右 侧 ，Fw 一 FF 一 20kN 

由 以 上 计算 结果 可 知 ， 杆 件 在 CD 段 受 压 ， 其 他 各 段 受 拉 。 
(3) 作 轴 力图 。 

最 大 轴 力 Fx: 在 BC 段 ， 其 轴 力 如 图 8. 9(c) 所 示 。 

































20kN 
4 ~ 
8 区 E 
-| -30mm.|- 500mm ,| 
1800mm -| 
(a) 
1 2 3 
| Fi=40kN | 已 -55KN | Fy=25kKN 
Fs=20kN 





| 8. 3 轴 向 拉 压 杆 模 截面 上 的 应 力 


现 研究 拉 压 杆 模 截 面 上 的 应 力 分 布 ， 即 确定 模 截面 上 各 点 处 的 应 力 。 

首先 观察 杆 的 变形 ， 图 8. 10(a) 所 示 为 一 等 截面 直 杆 。 试 验 前 ， 在 杆 表面 画 两 条 垂直 
于 杆 轴 的 横 线 1 -1 与 2-2， 然后 ,在 杆 两 端 施加 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 的 轴 向 载荷 下 。 
从 试验 中 观察 到 : 横 线 1-1 与 2-2 仍 为 直线 ， 且 仍 垂直 杆 件 轴线 ， 只 是 间距 增 大 ， 分 别 


平移 至 图 中 1 -1 与 2 一 2 所 示 的 位 置 。 
一 “= 二 
(b) 


图 8.10 


根据 上 述 现象 ， 对 杆 内 变形 作 如 下 假设 : 变形 后 ， 模 截面 仍 保持 平面 ， 且 仍 与 杆 轴 于 
直 ， 只 是 横 截 面 间 沿 杆 轴 相 对 平移 。 此 假设 称 为 拉 压 杆 的 平面 假设 。 




















Ly 
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更 6 而。 轴 向 拉 伸 和 压 纵 





如 果 设 想 杆 件 是 由 无 数 纵向 “纤维 ”所 组 成 的 ， 则 由 上 述 假设 可 知 ， 任 意 两 横 截 面 间 
的 所 有 纤维 的 变形 均 相 同 ， 对 于 均匀 性 材料 ， 如 果 变 形 相 向 ， 则 受 力也 相同 。 由 此 可 见 ， 
横 截面 上 各 点 处 仅 存 在 正 应 力 a， 并 沿 截 面 均匀 分 布 [图 8. 10(b)] 。 

设 杆 件 横 截 面 的 面积 为 A， 轴 力 为 Fs， 则 根据 上 述 假设 可 知 ， 横 截面 上 各 点 处 的 正 
应 力 均 为 





o= 天 (8-1) 


或 


式 (8-1) 已 被 试验 所 证 实 ， 适 用 于 横 截 面 为 任意 形状 的 等 截面 拉 压 杆 。 

由 式 (8 - 1) 可知， 正 应 力 与 轴 力 具有 相同 的 正 负 符号 ， 即 拉 应 力 为 正 ， 压 应 力 为 负 。 

例 8.2 如 图 8.11(a) 所 示 ， 右 端 固定 的 阶梯 形 圆 截 面 杆 同时 承受 轴 向 荷载 Fi 与 F,， 
试 计算 杆 的 轴 力 与 横 截面 上 的 正 应 力 。 已 知 载荷 Fi 二 20kN, F, 二 50kN， 杆 件 AB 段 与 
BC 段 的 直径 分 别 为 di = 二 20mm 与 d; 二 30mm。 

解 : (1) 分 段 计 算 轴 力 。 

由 于 在 截面 B 处 作用 有 外 力 ，AB 与 BC 段 的 轴 力 将 不 相同 ， 需 分 段 利用 截面 法 进行 
计算 。 

设 AB 与 BC 段 的 轴 力 均 为 拉力 ,养分 别 用 Fw 与 fx: 表示， 则 由 图 8. 12(b) 与 (c) 可 知 

Eu Fl=2.0X10:N 
Fa ¥F,—F,=—3.0X10N 

所 得 Fn: 为 负 ， 说明 BG 段 轴 力 的 实际 方向 与 所 设 方向 相反 ， 即 应 为 压力 ， 轴 力图 如 
图 8.11(d) 所 示 。 























30kN 


图 8.11 


(2) 应 力 计算 。 
由 式 (8 一 1 可 知 ，AB 段 内 任 一 横 截面 1-1 上 的 正 应 力 为 
Fu _4Fwm_4(2.0X10') 
A di? x(0.020)’ 
同 理 , 得 BC 段 内 任 一 截面 2-2 上 的 正 应 力 为 











6. 37X107Pa 王 63. 7MPa( 拉 力 ) 
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_Fy_4Fyx:_4(—3.0X10) _ 
A: rd nx(0.030)7 





4. 24X107Pa 王 一 42. 4MPa( 压 力 ) 


| 8. 4 轴 向 拉 压 杆 斜 截面 上 的 应 力 


前 面 研 究 了 拉 压 杆 横 截 面 上 的 应 力 ， 为 了 更 全 面 地 了 解 杆 内 的 应 力 情况 ， 现 在 研究 更 
为 一 般 的 任意 方位 截面 上 的 应 力 。 

考虑 图 8. 12(a) 所 示 的 拉杆 ， 根 据 上 述 结论 利用 截面 法 , 沿 任 一 斜 截 面 mw-m 上 的 应 
力 p, 也 是 均匀 分 布 的 [图 8. 12(b)]， 且 其 方向 必 与 杆 轴 平 行 。 


m yd 
< 十 < 
. SE 一 > 


Im 

















(a) 
Mm La Cr 
E NG 
(b) (ce) vy 
图 8.12 
设 杆 件 模 截 面 的 面积 为 A，… 则 根据 上 述 分 析 ， 得 杆 左 段 的 平衡 方程 为 
pi ED 
由 此 得 “ 截面 六 一 石上 各 点 处 的 应 力 为 
_ Fcosa_ 
加 一 A ocosa 


式 中 , co 一 FE/A,， 代表 杆 件 横 截 面 上 的 正 应 力 。 
将 应 力 p, 沿 截 面 法 向 与 切 向 分 解 [图 8. 12(c)]， 得 斜 截面 上 的 正 应 力 与 切 应 力 分 
别 为 





0,=p,cosa=ocos’a (8-2) 
r= psina= $sin2a (8-3) 





可 见 ， 在 拉 压 杆 的 任 一 斜 截面 上 ,不仅 存 在 正 应 力 ， 而 且 存 在 切 应 力 ， 其 大 小 均 随 截 
面 的 方位 角 变 化 。 
由 式 (8-2) 可 知 ， 当 w=0" 时 ， 正 应 力 最 大 ， 其 值 为 
Omax =0 (8-4) 
即 拉 压 杆 的 最 大 正 应 力 发 生 在 横 截 面 上 ， 其 值 为 c。 
由 式 (8-3) 可 知 ， 在 一 45 的 斜 截面 上 ， 切 应 力 的 值 最 大 ， 其 值 为 























即 拉 压 杆 的 最 大 切 应 力 发 生 在 与 杆 轴 成 45° 的 斜 截 面 上 ， 其 值 为 "/2。 
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5 和 向 拉 仲 和 压 纺 





为 了 便于 应 用 上 述 公 式 ， 现 对 方位 角 与 切 应 力 的 正 负 符号 作 如 下 规定 : 以 工 轴 为 始 
边 ， 方 位 角 c 为 着 时 针 转 向 时 为 正 ， 将 截面 外 法 线 on 沿 顺 时 针 方 向 旋转 90"， 与 该 方向 同 
向 的 切 应 力 r. 为 正 。 按 此 规定 ， 图 8. 12(c) 所 示 的 与 r 均 为 正 。 

例 8.3 如 图 8.13(a) 所 示 ， 轴 向 受 压 等 截面 杆 的 截面 面积 A 二 600mm*， 载 荷 下 二 
50kN， 试 求 斜 截 面 mw -m 上 的 正 应 力 与 切 应 力 。 








mh Li Gs 
mn No 
(a) (b) 
图 8.13 


解 : 杆 件 模 截 面 上 的 正 应 力 为 


so=T = =50X10 = 一 83.3MPRak 让 办) 


A 600X10™° 
斜 截面 m -m 的 方位 角 为 





a=50% 
于 是 ， 由 式 (8 -2) 和 式 (8 -3) 得 截面 mr-w 土 的 正 应 力 与 切 应 力 分 别 为 
os0 一 acosza 一 (一 83. 3X 10°)cos’50°=—34. 4MPa 


RN 10-sin100" 一 二 41.4MPa 





和 
Tso* sin2a 王 


2 
其 方向 如 图 8. 13(b) 所 示 。 


| 8. 5 拉 压 杆 的 变形 计算 





当 杆 件 承受 轴 向 荷载 时 ， 其 轴 向 尺寸 与 横向 尺寸 均 发 生变 化 (图 8.5)。 杆 件 沿 轴 线 方 
向 的 变形 称 为 杆 的 轴 向 变形 ; 垂直 轴线 方向 的 变形 称 为 杆 的 横向 变形 。 

1. 拉 压 杆 的 轴 向 变形 与 胡 克 定律 

轴 向 拉 压 试验 表明 ， 在 比例 极限 内 ， 正 应 变 与 正 应 力 成 正比 ,由 


oce 











引进 比例 系数 下， 则 

o=Ee (8—6) 

上 述 关 系 式 称 为 胡 克 定律 。 比 例 系 数 已 称 为 材料 的 弹性 模 量 ， 其 值 随 材料 而 异 ， 并 由 试验 

测定 。 

由 上 式 可 知 ， 弹 性 模 量 与 应 力 s 具有 相同 的 量 纲 。 弹 性 模 量 的 常用 单位 为 GPa( 吉 
帕 )， 其 值 为 

1GPa=10’Pa (8—7) 

现在 , 利用 胡 克 定律 研究 拉 压 杆 的 轴 向 

设 原 长 为 /的 拉杆 ,在 承受 一 对 轴 向 拉力 
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工程 力学 
a 
下 的 作用 后 ,其 长 度 增 加 为 /1 (图 8.14)， 则 杆 的 轴 向 变形 与 轴 向 正 应 变 分 别 为 
人 一 下 一 ! 
< 一 学 (a) 
横 截面 上 的 正 应 力 为 
o= 下 = 人 (b) 
将 (a) 与 (b) 带 入 式 (8 -6)， 于 是 得 
Ai 一 型 (8—8) 


上 述 关系 仍 称 为 胡 克 定律 ， 适 用 于 等 截面 常 轴 力 拉 压 杆 。 它 表明 ， 在 比例 极限 内 ， 拉 
压 杆 的 轴 向 变形 AN 与 轴 力 FP 及 杆 长 / 成 正比 ， 与 乘积 EA 成 反比 ， 乘积 EA 称 为 杆 截 面 
的 拉 压 风度， 简称 为 拉 压 刚度 。 显 然 ， 对 于 一 给 定 长 度 的 杆 % 在 二 定 的 轴 向 荷载 作用 下 ， 
拉 太 刚度 越 大 ， 杆 的 轴 向 变形 越 小 。 由 上 式 可 知 ， 轴 向 变形 A/ 与 轴 力 Fs 具有 相同 的 正 负 
符号 ， 即 伸 长 为 正 ， 缩 短 为 负 。 

2 拉 压 杆 的 横向 变形 与 泊 松 比 


如 图 8. 14 所 示 ， 设 杆 件 的 原 宽度 为 2 在 轴 向 拉力 作用 下 ， 杆 件 宽 度 变 为 记 ， 则 杆 的 
横向 变形 与 横向 正 应 变 分 别 为 

















Ap 一 包 一 0 
< 一 名 (8-9) 
试验 证 明 ， 轴 向 拉 伸 时 , 杆 沿 轴 向 伸 长 ， 其 横向 尺寸 减 小 ， 轴 向 压缩 时 ， 杆 沿 轴 向 缩 
短 ， 其 横向 尺寸 增 天 6 图 8.5) ， 即 横向 正 应 变 与 轴 向 正 应 变 e 便 为 异 号 。 试 验 还 证 明 ， 
在 比例 极限 内 横向 正 应 变 与 轴 向 正 应 变 成 正比 。 
将 横向 正 应 变 与 轴 向 正 应 变 之 比 的 绝对 值 用 y 表示 ， 则 由 上 述 试验 可 知 











或 
e'=—pe (8—10) 
比例 系数 y 称 为 泊 松 比 。 在 比例 极限 内 ， 泊 松 比 x 是 一 个 常数 ,其 值 随 材 料 而 异 ， 由 试验 
测定 。 对 于 大 绝 大 多 数 各 向 同性 材料 ，0 二 jy. 二 0. 5。 
将 式 (8 一 6) 带 入 式 (8 -10), 得 


e 一 一 各 (8-11) 
几 种 常用 材料 的 弹性 模 量 羽 与 泊 松 比 w 的 约 值 见 表 8 一 1。 
表 8-1 材料 的 弹性 模 量 与 泊 松 比 的 约 什 











材料 名 称 牌号 E/GPa 有 
低 碳 钢 Q235 200 一 210 0. 24 一 0. 28 
中 碳 钢 45 200~210 
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第 8 副 。” 轴 向 拉 伸 和 压缩 






























































( 续 ) 
材料 名 称 牌号 E/GPa p 
低 合金 钢 16Mn 200 0. 25~0. 30 
合金 40CrNiMoA 210 
灰 铸 铁 60~162 0. 23~0. 27 
球墨 铸铁 150~180 
铝 合金 LY12 2 0.33 
硬 质 合金 380 
混凝土 15. 2 一 36 0. 16 一 0. 18 
木材 ( 顺 纹 ) 9~12 
例 8.4 一 个 圆 截 面 杆 如 图 8. 15 所 示 , 已 
知 下 一 4kN, 4 = 上 一 100mm， 弹 性 模 量 E= “jk i | F 
200GPa。 为 了 保证 杆 件 正常 工作 ， 要求 其 总 伸 A 3 C 
长 不 超过 0.10mm， 即 许 用 变形 [A:] 三 
0. 10mm， 试 确定 杆 径 d。 加 人 
解 : 杆 段 AB 与 BC 的 轴 力 分 别 为 
FEN 一 2F 
Fs=F 
由 式 (8 -8) 得 其 轴 向 变形 为 
Falr_ 8Fl, 
A EA Erd’ 
Fwl:_ 4Fl 
Ah= EA Erd 
所 以 , 杆 AC 的 总 伸 长 为 
AI 一 AL 十 AD 8Fl! | 4Fl, _ 12Fl 


Erd’: Erd: Erd’ 
按照 设计 要 求 ， 总 伸 长 Al 不 得 超过 许 用 变形 [Al]， 即 要 求 











12F/， 
ee 
Erg: <[LA!] 
由 此 得 
12F1 12(4 X10 N)(100X10™m) 和 

Es i 二 3 

> A(200X10' Pa) (0. 1X10m) 一 8 7 义 10 m 
取 


d=9.0mm 
例 8.5 如 图 8.16(a) 所 示 术 架 ， 在 节点 A 处 承受 铅 垂 载 荷 下 的 作用 ， 试 求 该 节点 的 
位 移 。 已 知 : 杆 1 用 钢 制 成 ， 弹 性 模 量 E, 二 200GPa， 横 截面 面积 A 二 100mm*， 杆 长 
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4=lm; 杆 2 用 硬 铝 制 成 ， 弹 性 模 量 E, 一 
70GPa， 横 截面 面积 A, = 二 250mm*， 杆 长 
4 二 707mm; 荷载 F 二 10kN。 
解 : (1) 计算 杆 件 的 轴 向 变形 。 
首先 ,根据 节点 A 的 平衡 条 件 ， 求 得 
杆 1 与 杆 2 的 轴 力 分 别 为 
Fu=VZF=V2G00x1l0N)=1.414X10N( 拉 力 ) 
Fw 一 FF 一 1.0X10!N( 压 力 ) 
设 杆 1 的 伸 长 为 Al ， 并 用 AA, 表 示 , 杆 2 











(b) a 
的 缩短 为 Al,， 并 用 AA, 表 示 ， 则 由 胡 克 定 
图 8.16 律 可 知 
_Fuh_ (1.414X10N)(1.0m) 


All 


=7.07X10 mm 一 0.707mm 





EA! (200X10’Pa)(100X10™m’:) 
Fxsls _ (1.0X10'N)(1.0cos45 my) 
EA, (70X10'Pa)(250X10™"m’) 

(2) 确定 节点 A 发 生 位 移 后 的 位 置 。 

加 载 前 ， 杆 1 与 杆 2 在 节点 A 相连 ,加 载 后 ， 各 杆 的 长 度 虽 然 改 变 ， 但 仍 连 在 一 起 。 
因此 ， 为 了 确定 节点 A 发 生 位 移 后 的 位 置 ， 以 了 与 C 为 圆心 ,并 分 别 以 BA, 与 CA; 为 半 
径 作 圆 弧 [图 8. 16(a)]， 其 交点 A' 即 为 节点 A 的 新 位 置 。 

通常 ， 杆 的 变形 均 很 小 ， 弧 线 人 A' 与 A:A' 必 很 短 半 因而 可 近似 地 用 其 切线 代替 。 于 
是 , 过 Ai 与 A, 分 别 作 BA7 与 CA; 的 垂 线 [图 8.16(Bb)]， 其 交点 A; 也 可 视 为 节点 A 的 
新 位 置 。 

(3) 计算 节点 办 的 位 移 。 

由 图 8.16. 可 知 % 节点 A 的 水 平 与 铅 垂 位 移 分 别 为 

Au 一 A4: 二 AL 一 0.404mm 
Al | Al 


sin45” tan45” 





AL 








4.04X10™m=0. 404mm 


4w 王 AAA, 十 AAA: 





1. 404mm 


(4) 讨论 。 

与 结构 原 尺寸 相 比 为 很 小 的 变形 ， 称 为 小 变形 。 在 小 变形 的 条 件 下 ,通常 即 可 按 结构 
原 有 几何 形状 与 尺寸 计算 约束 反 力 与 内 力 ， 并 可 采用 上 述 以 切线 代替 圆 弧 的 方法 确定 位 
移 。 因 此 ， 小 变形 是 一 个 重要 的 概念 ， 利 用 此 概念 ， 可 使 许多 问题 的 分 析 计 算 大 为 简化 。 


| 8. 6 材料 在 拉 伸 与 压缩 时 的 力学 性 质 


构件 的 强度 、 刚 度 与 稳定 性 ,不 仅 与 构件 的 形状 、 尺 寸 及 所 受 外 力 有 关 ， 而且 与 材料 
的 力学 性 能 有 关 ， 本 节 将 研究 材料 在 拉 伸 与 压缩 时 的 力学 性 能 。 


8.6.1 拉 伸 试验 与 应 力 一 应 变 图 


材料 的 力学 性 能 由 试验 测定 ， 拉 伸 试 验 是 研究 材料 力学 性 能 最 基本 、 最 常用 的 试验 。 
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更 6 而。 轴 向 拉 伸 和 压 纵 





标准 拉 伸 试 样 如 图 8. 17 所 示 ， 标记 m 与 n 之 间 的 杆 段 为 试验 段 ， 其 长 度 ! 称 为 标 距 。 对 
于 试验 段 直径 为 d 的 圆 截 面试 样 [图 8. 17(a) ]， 通 常规 定 
l==10d 或 l=5d 
而 对 于 试验 段 横 截 面 面 积 为 A 的 矩形 截面 试 样 [图 8. 17(b)]， 则 规定 
l=11.3WA 或 /=5.65VA 

试验 时 ， 首 先 将 试 样 安装 在 材料 试验 机 的 上 、 下 夹 头 内 (图 8.18)， 并 在 标记 m 与 n 
处 安装 测量 轴 向 变形 的 仪器 ,然后 开动 机 器 ,缓慢 加 载 。 随 着 荷载 下 的 增 大 ， 试 样 逐 渐 被 
拉 长 ,试验 段 的 拉 伸 变形 用 A! 表示 ， 荷 载 下 与 变形 Al 间 的 关系 曲线 如 图 8. 18 所 示 ， 称 
为 试 样 的 力 一 伸 长 曲线 或 拉 伸 图 ， 试验 一 直 进 行 到 试 样 断裂 为 止 。 

















图 8.17 图 8.18 


显然 ， 拉 伸 图 不 仅 与 试 样 的 材料 有 关 ， 而 且 与 试 样 的 横 截 面 尺寸 及 标 距 的 大 小 有 关 。 
例如 ， 试 验 段 的 横 截 面 面 积 越 大 ， 将 其 拉 断 所 需 的 拉力 越 大 ; 在 同一 拉力 作用 下 ， 标 距 越 
大 ， 拉 伸 变 形 AL 也 越 太 。 因 此 ， 不 宜 用 试 样 的 拉 伸 图 表征 材料 的 力学 性 能 ， 

将 拉 伸 图 的 纵 坐标 下 除 以 试 样 横 截 面 的 原 面积 A， 将 其 横 坐 标 AL 除 以 试验 段 的 原 长 / 
( 即 标 距 )， 由 此 所 得 应 力 与 应 变 的 关系 曲线 ， 称 为 材料 的 应 力 一 应 变 图 。 


8.6.2 低 碳 钢 的 拉 伸 力 学 性 能 


低 碳 钢 是 工程 中 广泛 应 用 的 金属 材料 ， 其 应 力 一 应 变 图 也 具有 非常 典型 的 意义 。 
图 8. 19 所 示 为 低 碳 钢 Q235 的 应 力 一 应 变 图 ， 现 以 该 曲线 为 基础 ， 并 结合 试验 过 程 中 所 
观察 到 的 现象 ， 介 绍 低 碳 钢 的 力学 特性 。 . Dp 

1. 线性 阶段 

在 拉 伸 的 初始 阶段 ， 应 力 一 应 变 曲线 为 
一 直线 (图 中 的 OA)， 说明 在 此 阶段 内 ， 正 应 
力 与 正 应 变 成 正比 ， 即 
oce 

线性 阶段 最 高 点 A 所 对 应 的 正 应 力 称 为 
材料 的 比例 极限 ， 并 用 m 表示 。 低 碳 钢 Q235 
的 比例 极限 cs:200MPa。 
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工程 力学 


at 





2. 屈服 阶段 


超过 比例 极限 之 后 ， 应 力 与 应 变 之 间 不 再 保持 正比 关系 。 当 应 力 增 加 至 某 一 定 值 时 ， 
应 力 一 应 变 曲线 出 现 水 平 线段 (可 能 有 微小 波动 )。 在 此 阶段 内 ， 应 力 几乎 不 变 ， 而 变形 却 
急剧 增长 ， 材 料 失去 抵抗 继续 变形 的 能 力 。 当 应 力 达到 一 个 定 值 时 ， 应 力 虽 不 增加 (或 在 
微小 范围 内 波动 )， 而 变形 却 急 剧 增长 的 现象 称 为 届 服 。 使 材料 发 生 届 服 的 正 应 力 称 为 材 
料 的 届 服 应 力 或 届 服 极限 ,并 用 c. 表示 ， 低 碳 钢 Q235 的 届 服 应 力 o, 守 235MPa。 如 果 试 
样 表面 光滑 ， 则 当 材 料 届 服 时 ， 试 样 表 面 将 出 现 与 轴线 约 成 45° 的 线 纹 ( 图 8. 20)。 如 前 所 
述 ,在 杆 件 45° 斜 截面 上 作用 有 最 大 切 应 力 ， 因 此 ， 上 述 线 纹 可 能 是 材料 沿 该 截面 产生 滑 
移 所 造成 的 。 材 料 届 服 时 试 样 表面 出 现 的 线 纹 通常 称 为 滑 移 线 。 

3. 硬化 阶段 

经 过 届 服 阶段 之 后 ， 材 料 又 增强 了 抵抗 变形 的 能 力 ， 这 时 ,要 使 材料 继续 变形 需要 增 
大 应 力 。 经 过 届 服 滑 移 之 后 ， 材 料 重新 呈现 抵抗 继续 变形 的 能 为 称 为 应 变 硬 化 。 硬 化 阶段 
的 最 高 点 D 所 对 应 的 正 应 力 称 为 材料 的 强度 极限 ， 并 用 表示 ， 低 碳 钢 Q235 的 强度 极限 
ms380MPa。 强 度 极限 是 材料 所 能 承受 的 最 大 应 力 3 


4. 颈 缩 阶段 

当 应 力 增长 至 最 大 值 mw 之 后 ， 试 样 的 某 二 局 部 显著 收缩 (图 8. 21)， 产 生 所 谓 的 颈 缩 。 
颈 缩 出 现 后 ， 使 试 件 继续 变形 所 需 的 拉力 减 小 ， 应 力 一 应 变 曲 线 相应 呈现 下 降 趋 势 ， 最 后 
导致 试 样 在 颈 缩 处 断裂 。 


XXXXXXX 
CR 和 . 
ON 


图 8.20 图 8.21 


综 上 所 述 ,在 整个 拉 伸 过 程 中 ,材料 经 历 了 线性 、 届 服 、 硬 化 与 颈 缩 4 个 阶段 并 存在 
3 个 特征 点 ， 相 应 的 应 力 依次 为 比例 极限 、 届 服 应 力 与 强度 极限 。 


5 卸载 与 再 加 载 规 律 


试验 表明 ， 如 果 当 应 力 小 于 比例 极限 时 停止 加 载 ， 并 将 载荷 逐渐 减 小 至 零 ， 即 印 去 载 
荷 ， 则 可 以 看 到 ， 在 务 载 过 程 中 应 力 与 应 变 之 间 仍 保持 正比 关系 ， 并 沿 直线 AO 回 到 O 点 
(图 8. 22) ， 变 形 完全 消失 。 这 种 仅 产生 弹性 变形 的 
现象 ,一直 持 续 到 应 力 一 应 变 曲线 的 某 点 B， 与 该 点 
对 应 的 正 应 力 称 为 材料 的 弹性 极限 ,并 用 o. 表示 。 

在 超过 弹性 极限 之 后 ,例如 在 硬化 阶段 某 一 
点 C 逐 渐 减 小 载荷 ， 则 御 载 过 程 中 的 应 力 一 应 变 
曲线 如 图 8. 22 中 的 CO, 所 示 ， 该 直线 与 OA 几乎 
平行 。 线 段 O0: 则 代表 随 印 载 而 消失 的 应 变 ， 即 
弹性 应 变 ， 而 线段 OO, 则 代表 应 力 减 小 至 零 时 残留 
的 应 变 ， 即 塑性 应 变 或 残余 应 变 。 由 此 可 见 ， 当 
图 8. 22 应 力 超 过 弹性 极限 后 ， 材 料 的 应 变 包 括 弹 性 应 变 
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更 6 而。 轴 向 拉 伸 和 压 纵 





与 塑性 应 变 ， 但 在 卸载 过 程 中 ， 应 力 与 应 变 之 间 仍 保持 线性 关系 。 

在 试验 中 还 发 现 ， 如 果 印 裁 至 O, 点 后 立即 重新 加 载 ， 则 加 载 时 的 应 力 、 应 变 关系 基本 上 沿 
印 载 时 的 直线 OC 变化 , 过 C 点 后 仍 沿 原 曲线 CDE 变化 ,并 至 正点 断裂 。 因 此 ， 如 果 将 印 载 
后 已 有 塑性 变形 的 试 样 当成 新 试 样 重新 进行 拉 伸 试验 ， 其 比例 极限 或 弹性 极限 将 得 到 提高 ， 而 
断裂 时 的 残余 变形 则 将 减 小 。 由 于 预 加 塑性 变形 而 使 材料 的 比例 极限 或 弹性 极限 提高 的 现象 ， 称 
为 冷 作 硬化 。 工 程 中 常 利用 冷 作 硬化 来 提高 某 些 构 件 ( 如 钢筋 与 链条 等 ) 在 弹性 范围 内 的 承载 能 力 。 


6. 材料 的 塑性 


试 样 断 裂 时 的 残余 变形 最 大 。 材 料 能 经 受 较 大 塑性 变形 而 不 破坏 的 能 力 称 为 材料 的 塑 
性 或 延性 。 材 料 的 塑性 用 延伸 率 或 断面 收缩 率 度量 。 
设 断 裂 时 试验 段 的 残余 变形 为 A1, ， 则 残余 变形 Al 与 试验 段 原 长 1 的 比值 ， 即 


6= 人 x100% CS 
称 为 材料 的 延伸 率 ， 如 果 试 验 段 横 截 面 的 原 面积 为 A&， 断 裂 后 断口 的 横 截 面 面 积 为 A,， 


所 谓 断面 收缩 率 即 为 














y X100% (8—13) 


低 碳 钢 Q235 的 延伸 率 为 525% 一 30%， 断面 收缩 率 为 V<*60%% 。 

塑性 好 的 材料 ， 在 轧 制 或 冷 压 成 型 时 不 易 断 裂 ， 并 能 承受 较 大 的 冲击 载荷 。 在 工程 
中 ,通常 将 延伸 率 较 大 (如 6 二 5%) 的 材料 称 为 塑性 或 延性 材料 ,延伸 率 较 小 的 材料 称 为 脆 
性 材料 。 结 构 钢 与 硬 铝 等 为 塑性 材料 ;而 工具 钢 、 灰 口 铸铁 与 陶瓷 等 则 属于 脆性 材料 。 


_A—A, 
A 


8.6.3 其 他 材料 的 拉 伸 力学 性 能 


图 8. 23 所 未 为 16 锰 钢 与 硬 铝 等 金属 材料 的 应 力 一 应 变 图 ， 从 中 可 以 看 出 ， 它 们 断裂 时 

均 具 有 较 大 的 残余 变形 ， 即 均 属 于 塑性 材料 。 不 同 的 是 ， 有 些 材料 不 存在 明显 的 届 服 阶段 。 

对 于 不 存在 明显 届 服 阶段 的 塑性 材料 ， 工 程 中 通常 以 伯 载 后 产生 数值 为 0.2% 的 残余 应 变 的 
应 力作 为 屈服 应 力 ， 称 为 屈服 强度 或 名 义 屈服 极限 ， 并 用 ,表示 ， 如 图 8. 24 所 示 。 
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至 于 脆性 材料 ， 锥 





0 灰 口 铸铁 与 陶瓷 等 ， 从 开始 受 力 直至 断裂 ， 变 形 始终 很 小 ， 既 不 存 





在 屈服 阶段 ， 也 无 颈 缩 现 象 。 图 8. 25 所 示 为 灰 口 铸铁 拉 伸 时 的 应 力 一 应 变 曲线 ， 断 裂 时 


的 应 变 仅 为 0. 4%% 一 0. 
近年 来 ， 复 合 材料 


5 兴 ， 断 口 则 垂直 于 试 样 轴线 ， 即 断裂 发 生 在 最 大 拉 应 力作 用 面 。 
得 到 广泛 应 用 。 复 合 材料 具有 强度 高 、 刚 度 大 与 比重 小 的 特点 。 碳 / 





环 氧 ( 即 碳纤维 增强 环 氧 树脂 基体 ) 是 一 种 常用 的 复合 材料 ， 图 8. 26 所 示 为 某 种 碳 / 环 氧 复 








合 树 料 沿 纤维 方向 与 垂直 于 纤维 方向 的 拉 伸 应 力 一 应 变 曲线 。 可 以 看 出 ， 材 料 的 力学 性 能 
随 加 力 方 向 变化 ， 即 为 各 向 异性 ， 而 且 断 裂 时 残余 变形 很 小 ， 其 他 复合 材料 也 具有 类 似 的 
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8.6.4 材料 在 压缩 时 的 力学 性 能 


材料 受 压 时 的 力学 性 能 由 压缩 试验 测定 ， 一 般 细 长 杆 被 压缩 时 容易 产生 失 稳 现象 ， 因 


此 在 金属 压缩 试验 中 ， 


常 采用 短 粗 圆柱 形 试 祥 。 





低 碳 钢 压缩 时 的 应 力 一 应 变 曲线 如 图 8. 27(a) 中 的 虚线 所 示 ， 为 了 便于 比较 ， 图 中 还 
画 出 了 拉 伸 时 的 应 力 一 应 变 曲线 。 可 以 看 出 ,在 屈服 之 前 压缩 曲线 与 拉 伸 曲线 基本 重 
合 ， 压缩 与 拉 伸 时 的 届 服 应 力 与 弹性 模 量 大 致 相同 。 不 同 的 是 ， 随 着 压力 不 断 增 大 ， 低 碳 
钢 试 样 将 越 压 越 “扁平 ”[ 图 8. 27(b)] 。 
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图 8.27 


9 轴 向 拉 促 和 压 纺 





灰 口 铸铁 压缩 时 的 应 力 一 应 变 曲线 如 图 8. 28(a) 所 示 ， 压 缩 强度 极限 远 高 于 拉 伸 强度 
极限 ( 约 为 3 一 4 倍 ) ， 其 他 脆性 材料 如 混凝土 与 石料 等 也 具有 上 述 特 点 ， 所 以 ， 脆 性 材料 
宜 用 做 承 压 构件 。 灰 口 铸铁 压缩 破坏 的 形式 如 图 8. 28(b) 所 示 ， 断 口 的 方位 角 约 为 55 "一 
60"。 由 于 在 该 截面 上 存在 较 大 的 切 应 力 ， 所 以 灰 铸 铁 压缩 破坏 的 方式 是 剪断 。 
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| 8. 7 强度 计算 、 许 用 应 力 和 安全 因数 


前 面 介绍 了 杆 件 在 拉 伸 或 压缩 时 最 大 应 力 的 计算 以 及 材料 的 力学 性 能 ， 在 此 基础 上 ， 
本 节 将 研究 拉 压 杆 的 静 强 度 问 题 。 
1, 安全 因数 许 用 应 力 


材料 丧失 正常 工作 能 力 (失效 ) 时 的 应 力 称 为 极限 应 力 ， 用 m 表示 。 对 于 塑性 材料 ， 
当 应 力 达 到 届 服 点 o, 时 ， 将 发 生 显著 的 塑性 变形 ， 此 时 虽 未 发 生 破 坏 ， 但 因 变 形 过 大 将 影 
响 构件 的 正常 工作 ， 所 以 把 c, 定义 为 极限 应 力 ， 即 6 二 o,。 对 于 脆性 材料 ， 因 塑性 变形 很 
小 ,断裂 就 是 破坏 的 标志 ， 故 以 强度 极限 作为 极限 应 力 ， 即 6 二 0 。 
为 了 保证 构件 有 足够 的 强度 ， 它 在 外 载荷 作用 下 引起 的 应 力 ( 称 为 工作 应 力 ) 的 最 大 值 
应 小 于 极限 应 力 ， 原 因 如 下 。 
(1) 作用 在 构件 上 的 外 力 难 以 精确 计算 ， 并 常 有 一 些 突 发 性 的 载荷 。 
(2) 经 简化 而 成 的 计算 (力学 ) 模 型 与 实际 结构 总 有 偏差 (当然 越 小 越 好 )， 因 此 ， 计 算 
所 得 应 力 ( 即 工作 应 力 ) 通 常 带 有 一 定 程度 的 近似 性 。 
(3) 实际 材料 的 组 成 与 品质 等 难免 存在 差异 ,不 能 保证 构件 所 用 材料 与 标准 试 样 具 有 
完全 相同 的 力学 性 能 。 
所 有 这 些 不 确定 因素 ， 都 有 可 能 使 构件 的 实际 安全 工作 条 件 比 设计 的 要 严密 。 
除了 以 上 原因 外 ,为 了 确保 安全 ,构件 还 应 具有 适当 的 强度 储备 ， 特 别 是 对 于 因 破 坏 
将 带 来 严重 后 果 的 结构 ， 如 桥梁 、 水 坝 及 大 型 起 重 设备 等 ， 更 应 给 予 较 大 的 强度 储备 。 
对 于 由 一 定 材料 制 成 的 具体 构件 ,工作 应 力 的 最 大 允许 值 称 为 材料 的 许 用 应 力 ( 许 可 
应 力 ). 用 [oj] 表示 。 许 用 应 力 与 极限 应 力 的 关系 为 
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[四 一 全 (8—14) 

其 中 , 为 大 于 1 的 因数 ， 称 为 安全 因数 (安全 系数 ) 。 
如 上 所 述 ， 安 全 因数 是 由 多 种 因素 决定 的 。 各 种 材料 在 不 同 工 作 条 件 下 的 安全 因数 或 
许 用 应 力 ， 可 从 有 关 规 范 或 设计 手册 中 查 到 。 在 一 般 静 强度 计算 中 ,对 于 塑性 材料 ， 按 届 
服 应 力 所 规定 的 安全 因数 n, 通常 取 1.5 一 2.2; 对 于 脆性 材料 ， 按 强度 极限 所 规定 的 安全 
因数 通常 取 3. 0 一 5. 0， 甚 至 更 大 。 当 然 ， 安 全 因数 也 并 不 是 越 大 越 好 ， 过 大 的 安全 因 
数 会 耗 用 过 多 的 材料 ， 使 结构 的 自重 上 升 ， 制 造成 本 增 大 。 

2. 强度 条 件 

许 用 应 力 确定 之 后 ， 就 可 以 建立 杆 件 的 强度 条 件 
| <[o] (8—15) 
截面 杆 证 式 可 写成 
Ce - (SE) xi (8—16) 


根据 上 述 强度 条 件 ， 可 以 解决 下 列 3 类 强度 计算 问题 。 

(1) 强度 校 核 。 已 知 载荷 、 截 面 尺 寸 及 材料 的 许 用 应 力 ， 根 据 式 (8 -16) 校 核 杆 件 是 否 
满足 强度 要 求 。 

(2) 设计 截面 尺寸 。 已 知 载荷 及 材料 的 许 用 应 力 ， 确 定 杆 件 所 需 的 最 小 横 截 面 面 积 。 
由 式 (8 -16) 可 得 





































































Fmx 
A 二 Fa 
(3) 确定 许 用 载荷 。 已 知 杆 件 的 横 截 面 面 积 及 材料 的 许 用 应 力 ， 确 定 允 许 的 最 大 荷 
载 。 对 于 二 力 杆 ， 由 式 (8 -16) 确 定 最 大 轴 向 外 力 
Fx— Funk 人 SLolA=LF] (8—18) 
如 果 最 大 工作 应 力 o6 超 过 了 许 用 应 力 [cj], 但 只 要 超过 量 在 5% 以内， 在 工程 设计 
中 仍然 是 允许 的 。 
例 8.6 如 图 8.29 所 示 , 空心 圆 截 面 杆 的 外 径 D 二 20mm， 内 径 d 二 15mm， 承 受 轴 向 
荷载 二 20kN 的 作用 ,材料 的 届 服 应 力 oc. 二 235MPa， 安 全 系数 n. 二 1.5， 试 校 核 杆 的 
强度 。 





(8—17) 





a 
a F EN 


图 8.29 


解 : 杆 件 横 截 面 上 的 正 应 力 为 
4F 4(20X103N) 
nD’—d’) x[(0.020m’)—(0.015m’)] 
=1. 455X10*Pa=145. 5MPa 











o 


132 


二 负 疝 拉 休 和 夺 编 








根据 式 (8 一 14) 可 知 ， 材 料 的 许 用 应 力 为 
o: _ 235X10°Pa 
ns Ls 

可 见 ， 工 作 应 力 小 于 许 用 应 力 ， 说 明 杆 件 能 够 安全 工作 。 

例 8.7 图 8.30 为 油 饶 的 示意 图 。 缸 盖 与 所 体 用 6 个 螺栓 相连 接 。 已 知 油 负 内径 D 二 
350mm， 油 压 p 二 1MPa。 若 螺栓 材料 的 许 用 应 力 为 [oc] 二 40MPa， 试 求 螺 栓 的 小 径 。 

















[oj] 1.56X10:Pa=156MPa 











解 : 缸 盖 上 承受 的 总 压力 是 
F= 工 rzD?p 一 十 x(350X 10-m): X 1XYo’ Pa=96. 2X10:N 


这 也 就 是 6 个 螺栓 承担 的 总 拉力 ， 即 每 个 螺栓 承受 的 轴 力 为 v= 下 。 若 螺栓 的 小 径 为 d， 


横 截 面 面 积 为 A 二 子 d* ， 于 是 由 强度 条 件 式 (8 - 16) 得 











7 
1d a 
由 此 解 出 
4F\ 4X96.2¥10°N 
> 一 22. 
d= | [6 Xi x Ps 0. 0226m 一 22. 6mm 
可 取 d= 二 23mm。 


例 8.8 如 图 8.31 所 示 ,， 术 架 由 杆 1 与 杆 2 组 
成 ， 在 节点 也 承受 荷载 下 作用 ， 试 计算 荷载 下 的 最 
大 许 用 荷载 [F]。 已 知 杆 1 与 杆 2 的 横 截 面 面 积 均 为 
A 二 100mm* ， 许 用 拉 应 力 为 [o,] 二 200MPa, 许 用 压 
应 力 为 [c.]=150MPa。 

解 : (1) 轴 力 分 析 。 

设 杆 1 轴 向 受 拉 ,， 杆 2 轴 向 受 压 , 杆 1 与 杆 2 的 
轴 力 分 别 为 Fw 与 Fw [图 8.31(a)]， 则 根据 节点 B 
的 平衡 方程 























DF,=0, Fw 一 FNcos45" 一 0 
SF,=0, Fwsin45 "一 下 一 0 


ES 
er 


FN 一 V2F( 拉 力 ) 
Fw 一 下 ( 压 力 ) 
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(2) 确定 下 的 许 用 值 。 
杆 1 的 强度 条 件 为 











EE] 
由 此 得 
F<4Lc (100X 10—°m’) (200X 10°Pa) 1.414X104N 
V2 
杆 2 的 强度 条 件 为 
于 <[e.] 


由 此 得 
F<A[o.]=(100X10™°*m’)(150X10°Pa)=1. 50X10'N 
可 见 ， 杭 架 所 能 承受 的 最 大 荷载 即 许 用 荷载 为 
[FJ]=14.14kN 


| 8. 8 拉 伸 和 压缩 起 静 定 问题 


1. 静 定 与 超 静 定 问题 


在 前 面 所 讨论 的 问题 中 , 米 知 力 ( 支 座 反 力 或 内 力 ) 的 数目 小 于 或 等 于 静 力学 平衡 方程 
式 的 数目 ， 此 时 ， 未 知 力 可 由 静 力 学 平衡 方程 确定 :这 类 问题 称 为 静 定 问 题 。 图 8. 32(a) 
所 示 的 梅 架 即 属于 静 定 问题 -但 在 工程 上 有 时 为 了 提高 结构 的 强度 和 刚度 ， 往 往 需 要 增加 
一 些 约束 或 杆 件 ， 因 此 有 一 些 结构 的 未 知 为 数目 大 于 静 力学 平衡 方程 的 数目 ， 此 时 如 果 只 
根据 静 力 学 平衡 方程 将 不 能 求解 全 部 的 未 知 力 ， 这 类 问题 称 为 超 静 定 问题 或 静 不 定 问题 ， 
这 样 的 结构 称 为 超 静 定 结构 或 静 不 定 结构 [图 8. 32(b)]。 由 此 可 见 ， 在 超 静 定 问题 中 ， 
存在 着 多 于 维持 静 力 平衡 所 必需 的 支 座 或 杆 件 ， 通 常 称 之 为 “多 余 ” 约 束 ， 相 应 的 支 座 反 
力 或 内 力 则 称 为 多 余 未 知 力 ， 由 于 多 余 约 束 的 存在 ， 未 知 力 的 数目 必然 多 于 静 力 平衡 方程 
的 数目 ， 两 者 的 差 值 称 为 超 静 定 的 次 数 。 


2 








图 8.32 
2. 超 静 定 问题 分 析 


解决 超 静 定 问题 ， 除 了 要 根据 静 力 平衡 条 件 建立 静 力 平衡 方程 外 ， 还 需要 建立 补充 方 
程 。 要 分 析 结 构 各 部 分 间 的 变形 协调 条 件 ， 由 此 得 到 各 部 分 之 间 的 几何 关系 ， 再 根据 变形 
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更 6 而。 轴 向 拉 伸 和 压 纵 





与 轴 力 间 的 物理 关系 一 一 胡 克 定律 ， 就 可 以 得 到 以 轴 力 表示 的 变形 协调 方程 即 补充 方程 。 
与 静 力 平衡 方程 联 立 ， 使 得 方程 的 数目 与 未 知 力 的 数目 相等 ， 从 而 求 得 全 部 未 知 力 。 现 以 
图 8. 33(a) 所 示 超 静 定 术 架 为 例 ， 介 绍 分 析 方 法 。 











图 8.33 


设 杆 1 与 杆 2 各 横 截面 的 拉 压 刚度 均 相 同 ， 均 为 EXA1* 杆 3 各 横 截面 的 拉 太 刚度 均 
为 E;A:， 杆 1 的 长 度 为 站。 在 载荷 下 作用 下 ，3 杆 均 伸 长 ， 故 可 设 3 杆 均 受 拉 ， 节 点 A 
的 受 力图 如 图 8. 33(b) 所 示 。 

EF,=0, Fwsina 一 FNsina=0 (a) 

EF,=0, Fywecosat Fvscosat+ Fws—F=0 (b) 

3 杆 原 交 于 一 点 A， 因 由 匀 链 相连 必 变 形 后 它们 仍 应 交 于 一 此 外 ， 由 于 杆 1 与 杆 

2 的 受 力 和 拉 压 刚度 均 相 同 ， 节 点 :全 应 沿 铅 垂 方向 下 移 半 各 杆 的 变形 关系 如 图 8. 33(c) 所 

示 。 为 了 保证 3 杆 变形 后 仍 交 于 一 点 ， 即 保证 结构 的 连续 性 , 杆 1、 杆 2 的 变形 Ab 与 杆 3 
的 变形 Al 之 间 应 满足 如 下 关系 








AL 三 AAcesa (c) 
保证 结构 连续 性 所 应 满足 的 变形 几何 关系 称 为 变形 协调 条 件 或 变形 协调 方程 。 变 形 协 
调 条 件 即 为 求解 超 静 定 问题 的 补充 条 件 。 
设 3 杆 均 处 于 线 弹 性 范围 ， 则 由 胡 克 定律 可 知 ， 各 杆 的 变形 与 轴 力 间 的 关系 为 
-Ful 
EA 
_ Fvslicosa 
ws 
将 上 述 关 系 式 代入 式 (c) 得 以 轴 力 表示 的 变形 协调 方程 ， 即 补充 方程 为 
Fw 一 外 cos aFNs (d) 
最 后 ， 联 立 求解 平衡 方程 (a) 、 方 程 (b) 与 补充 方程 (d) ， 于 是 得 
Fcos’a 
E,A, 
EA 
F 
EA 
EA; 
所 得 结果 均 为 正 ， 说 明 各 杆 轴 力 均 为 拉力 的 假设 是 正确 的 。 
综 上 所 述 ， 求 解 超 静 定 问 题 必 须 考 虑 以 下 3 个 方面 : 满足 平衡 方程 ， 满 足 变形 协调 条 


Al 





AL 





Fu=Fyw= 
十 2cos’a 





Fw= 
二 


cos za 
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s) 


工程 力学 
~ 
件 ， 符 合力 与 变形 间 的 物理 关系 (如 在 线 弹 性 范围 之 内 ， 即 符合 胡 克 定律 )。 简 而 言 之 ， 即 
应 综合 考虑 普 力 学 、 几何 与 物理 3 方面 。 材 料 力 学 的 许多 基本 理论 也 正 是 从 这 3 个 方面 进 
行 综合 分 析 后 建立 的 。 

例 8.9 图 8.34 所 示 为 一 两 端 固定 的 等 截面 直 杆 AB， 截 面 C 受 轴 向 力 正 的 作用 ,， 杆 
的 拉 压 刚度 为 EA， 试 求 两 端 约束 反 力 。 





















































及 车 一 -一 一 一 Fs 解 : 杆 AB 为 轴 向 拉 压 杆 ， 故 两 端的 约束 
7 c BY 反 力 也 均 沿 轴线 方向 ， 独 立 平衡 方程 只 有 1 
| 个 ,未知 力 数 为 2 个 ， 故 为 一 次 超 静 定 问题 ， 

图 8.34 所 以 需 建立 一 个 补充 方程 。 


(1) 建立 静 力 平衡 方程 : 
DF,=0, F—F,—Fs=0 
Fa+Fs=F (a) 
(2) 分 析 变形 协调 条 件 ， 建立 补充 方程 。 
为 了 建立 补充 方程 需要 分 析 变 形 协 调 的 几何 关系 在 载荷 与 约 东 力 的 作用 下 ,AC 
段 和 BC 段 均 发 生 轴 向 变形 ,但 由 于 两 端 是 固定 的 %, 杆 的 总 变形 必须 等 于 零 ， 得 杆 AB 变 
形 协 调 的 几何 关系 式 























Alap SAlhe kh Alcs=0 (b) 
再 根据 胡 克 定律 得 各 段 的 轴 力 与 变形 之 间 的 物理 关系 为 
_F\aeay Fna Fxcsb-. _ Fob 
Alxe EA EA Alcs= EA EA (Ce) 


将 式 (c) 代 入 式 (b) ， 得 补充 方程 为 
Fs — LF 


(3) 求 未 知 约 东 为 < 
最 后 ， 联 立 求解 静 力 平衡 方程 式 (a) 和 补充 方程 式 (d) ， 即 可 解 出 杆 AB 两 端的 约束 反 力 
Fb /Ws Fa 
atb atb 

例 8. 10 在 如 图 8.35(a) 所 示 的 结构 中 ,AB 为 刚性 杆 ，1、2 两 杆 的 拉 伸 (压缩 ) 刚 度 
均 为 EA， 长度 均 为 1。 加 工时 1 杆 的 长 度 短 了 A.(A. 入 2) 。 装 配 后 ， 在 AB 杆 上 再 施加 荷 
载 玉 。 试 求 1、2 杆 的 轴 力 。 








Fw 











(a) (b) (9 
图 8. 35 
解 : 该 题 是 求 装配 和 荷载 共同 作用 时 1、2 杆 的 轴 力 。 
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介入 





设 装配 后 再 加 荷载 AB 杆 将 移 至 AB,， 如 图 8. 35(b) 所 示 。 





变形 ，1、2 两 杆 的 轴 力 均 为 拉力 ，AB 杆 受 力图 如 图 8. 35(c) 所 示 。 
(1) 建立 AB 杆 的 平衡 方程 。 
由 图 8. 35(c) 可 知 
EMA=0, Fw Xa 十 Fe X2a—FX34a=0 





























1、2 两 杆 均 产 生 伸 长 





解 得 
FN 十 2Fv 一 3F (a) 
(2) 分 析 变 形 ， 建 立 补充 方程 。 
由 图 8. 35(b) 得 到 变形 的 方程 为 
Als =2(Al—A.) (b) 
由 胡 克 定律 得 
Ful Fy:l 
AL= 六 人 = 世 Bl (c) 
将 式 (c) 代 入 式 (b)， 解 得 
Fw =2Fyi—2 A 
(3) 求 1、2 杆 的 轴 力 。 
联 立 求解 (a) 和 (d) ， 解 得 
REF+4EAA 
5 512 
_6p_ 2EA4 
Fu sw 
| 8. 9 应 力 集 中 的 概念 
1. 应 力 集中 
由 于 构造 与 使 用 等 方面 的 需要 ， 许 多 构件 常常 带 有 沟 槽 (如 螺纹 )、 孔 和 圆 角 (构件 由 




















图 8. 36(b) 所 示 ， 最 大 应 力 cw* 显 著 超 过 该 截面 的 平均 应 力 。 








4 A 
F F F Gmax 
Omax 
4 4 
(a) (b) 


图 8. 36 


由 于 截面 急剧 变化 所 引起 的 应 力 局 部 增 大 现象 ， 称 为 应 力 集中 。 








应 力 集中 的 程度 


粗 到 细 的 过 渡 圆 角 ) 等 。 在 外 力作 用 下 .构件 中 邻近 沟 槽 、 孔 或 圆 角 的 局 部 范围 内 的 应 力 
急剧 增 大 。 例 如 ， 图 8. 36(a) 所 示 含 圆 孔 的 受 拉 薄 板 ， 圆 孔 处 截面 A -A 上 的 应 力 分 布 如 














母 
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(8=19) 


式 中 ;6 为 名 义 应 力 ; os 为 最 大 局 部 应 力 。 名 义 应 力 是 在 不 考虑 应 力 集中 的 条 件 下 求 
得 的 。 例 如 上 述 的 含 圆 孔 薄 板 ， 若 所 受 拉力 为 下 ， 板 厚 为 $， 板 宽 为 0， 和 孔径 为 &， 则 截面 
A-A 上 的 名 义 应 力 为 


SF 
”  (b—d)6 


最 大 局 部 应 力 o6% 则 是 由 解析 理论 (例如 弹性 力学 )、 实 验 或 数值 办 法 (如 有 限 元 素 法 与 
边界 元 素 法 ) 等 确定 的 。 
2. 应 力 集 中 对 构件 强度 的 影响 


对 于 由 脆性 材料 制 成 的 构件 ， 应 力 集 中 现象 将 一 直 保 持 到 最 大 局 部 应 力 cw* 达 到 强度 
极限 之 前 。 因此， 在 设计 脆性 材料 构件 时 ， 应 考虑 
应 力 集 中 的 影响 

对 于 由 塑性 材料 制 成 的 构件 ， 应 力 集中 对 其 在 
静 荷载 作用 下 的 强度 则 几乎 无 影响 。 因 为 当 最 大 应 
力 ,ow 达到 届 服 应 力 o, 之 后 ， 如 果 继 续 增 大 荷载 ， 
则 所 增加 的 载荷 将 由 同一 截面 的 未 屈服 部 分 承担 ， 
以 致 届 服 区 域 不 断 扩大 (图 8. 37)， 应 力 分 布 逐渐 趋 
于 均匀 化 。 所 以 在 人 研究 塑性 材料 构件 的 静 强 度 问 
题 时 ， 通 常 可 以 不 考虑 应 力 集中 的 影响 。 

在 机 械 和 工程 结构 中 、 许 多 构件 常常 受到 随时 间 循 环 变化 的 应 力 ， 即 所 谓 的 交 变 应 力 
或 循环 应 力 。 试 验 表 明 。 在 交 变 应 力作 用 下 的 构件 ， 虽 然 所 受 应 力 小 于 材料 的 静 强 度 极 
限 ， 但 经 过 应 为 的 多 次 重复 后 ， 构 件 将 产生 可 见 裂 纹 或 完全 断裂 ， 在 交 变 应 力作 用 下 ， 构 
件 将 产生 可 见 裂纹 或 完全 断裂 的 现象 ， 称 为 疲劳 破坏 。 试 验 还 表明 ， 应 力 集中 促使 疲劳 裂 
纹 的 形成 与 扩展 ， 因 而 对 构件 (无 论 是 塑性 还 是 脆性 材料 ) 的 疲劳 强度 影响 极 大 。 所 以 ， 在 
工程 设计 中 ,要 特别 注意 减 小 构件 的 应 力 集中 。 








图 8.37 





1. 基本 概念 

(1) 内 力 、 轴 力 的 概念 。 掌 握 使 用 截面 法 计算 各 截面 的 轴 力 ， 正 确 画 出 杆 件 轴 力 图 。 

(2) 应 力 、 应 变 的 概念 。 用 胡 克 定律 解决 实际 工程 问题 。 

(3) 拉 压 超 静 定 问题 。 应 用 材料 力学 的 应 力 、 应 变 关系 及 几何 条 件 ， 建立 补充 的 力学 
方程 ， 以 便 解 决 简单 的 超 静 定 问 题 。 

2. 基本 公式 

(1) 拉 压 杆 横 截 面 的 正 应 力 : 
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(2) 拉 压 杆 斜 截面 的 正 应 力 : 


六 Ts 
0 一 acos'a， Tt,=7sin2a 


2 
(3) 胡 克 定律 : 
AL 说， 或 o-E.e， 其 中 ce 学 
(4) 强度 条 件 : 
Gmax -( 侍 ) <[o] 


3. 材料 的 主要 机 械 性 质 指标 
强度 指标 : 届 服 极限 (ou*)， 强 度 极限 mw; 
塑性 指标 : 延伸 率 9$， 截 面 收缩 率 y。 


思 考题 


1. 轴 向 拉 伸 杆 ， 最 大 正 应 力 与 最 大 切 应 力 分 别 发 生 在 哪个 截面 上 ? 

2， 材料 不 同 、 横 截面 面积 也 不 同 的 两 根 拉 杆 ， 受 相同 的 轴 向 拉力 作用 ， 问 (a) 轴 力 是 
否 相 同 ?(b) 应 力 是 否 相 同 ?(c) 应 变 是 否 相 同 ?(d) 强 度 是 否 相 同 ? 

3， 材料 进入 屈服 极限 后 ， 产 生 的 变形 包括 哪 几 种 ? 

4. 材料 a、5 与 c 的 应 力 一 应 变 曲线 如 图 8. 38 所 示 汪 其 中 ， 材料 的 强度 最 高 ; 
材料 的 弹性 模 量 最 大 ;材料 的 塑性 最 好 。 
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5. 试 指出 下 列 概念 的 区 别 
(1) 内 力 与 应 力 ; 
(2) 变形 与 应 变 ; 
(3) 弹性 变形 与 塑性 变形 ; 
(4) 强度 极限 与 极限 应 力 ; 
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(5) 极限 应 力 与 许 用 应 力 ; 
(6) 工作 应 力 与 许 用 应 力 。 





习 题 


8 一 1 试 求 图 8. 39 所 示 各 杆 1-1 和 2-2 截面 上 的 轴 力 ， 并 作 轴 力图 。 

8-2 ， 试 求 图 8. 40 所 示 等 直 杆 横 截 面 1-1、2-2 和 3-3 上 的 轴 力 ， 并 作 轴 力图 。 若 
横 和 截面 面积 A==400mm?* ， 试 求 各 截面 上 的 应 力 。 

8-3 试 求 图 8. 41 所 示 梯 形状 直 杆 截 面 1-1、2 -2 和 3-3 上 的 轴 力 ， 并 作 轴 力图 。 
若 横 截面 面积 A,=200mm: ，A, 二 300mm*: ，A; 二 400mm* ， 试 求 各 截面 上 的 应 力 。 











(a) 














(b) 





(d) 





8-4 图 8>42 所 示 拉 压 杆 承受 轴 向 拉力 F 二 10kN， 杆 的 模 截面 面积 A 二 100mm?* 。 如 
以 a 表示 和 斜 截面 与 横 截面 的 夹 角 ， 试 求 当 a 二 0"、30"、45”"、60”"、90° 时 各 斜 截 面 上 的 正 应 
力 和 切 应 力 ， 并 在 图 上 表示 出 其 方向 。 

8-5 一 根 等 直 杆 的 受 力 ， 如 图 8. 43 所 示 。 已 知 杆 的 横 截面 面积 A 和 材料 的 弹性 模 
量 巨 。 试 作 轴 力 图 ， 并 求 杆 端点 DD 的 位 移 。 





图 8. 42 图 8. 43 
8-6 一 木 桩 的 受 力图 如 图 8. 44 所 示 。 柱 的 横 截 面 为 边 长 200mm 的 正方 形 ， 可 认为 
材料 符合 胡 克 定律 ， 其 弹性 模 量 已 = 10GPa。 如 不 计 柱 的 自重 ， 试 求 : 
(1) 作 轴 力图 ; 
(2) 各 有 段 柱 横 截面 上 的 应 力 ; 
(3) 各 段 柱 的 纵向 线 应 变 ; 
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(4) 柱 的 总 变形 。 

8-7 在 图 8.45 所 示 的 结构 中 ，AB 为 水 平 放置 的 刚性 杆 , 杆 1、2、3 材料 相同 ， 其 
弹性 模 量 玉 ==210GPa, 已 知 :二 lm，A, 一 A: 一 100mm: ，A: 一 150mm:，F 一 20kN， 试 求 
C 点 的 水 平 位 移 和 铅 垂 位 移 。 

8-8 图 8.46 所 示 的 实心 钢 杆 AB 和 AC 在 A 点 以 铵 相连 接 , 在 A 点 作用 有 铅 垂 向 
下 的 力 下 =35kN。 已 知 AB 和 AC 的 直径 分 别 为 dj 二 12mm 和 心 =15mm， 钢 的 弹性 模 量 
下 一 210GPa。 试 求 A 点 在 铅 垂 方向 的 位 移 。 
































100kN 
A 
160kN| 
cH 
后 
后 
B 
图 8. 44 图 8:45 图 8. 46 


8-9 简易 起 重 机 设备 的 计算 简 图 如 图 8. 47 所 示 s 记 知 斜 杆 AB 用 两 根 63mm X 
40mmX4mm 不 等 边 角 钢 组 成 钢 的 许 用 应 力 [aj] 寺 170MPa。 试 问 在 提起 重量 为 P= 
15kN 的 重 物 时 ， 斜 杆 AB 是 否 满足 强度 条 件 ? 

8 一 10 一 结构 受 力图 如 图 8. 48 所 示 * 杆 件 B、AD 均 由 两 根 等 边 角 钢 组 成 。 已 知 
材料 的 许 用 应 为 ' [cj 天 170MPa， 试 选择 杆 AB、AD 的 角钢 型 号 。 


4 B 





图 8.47 图 8. 48 
8-11 图 8.49 所 示 为 一 个 钢 制 圆 轴 ， 受 轴 向 压力 为 F 一 600kN 的 作用 。 设 材料 的 弹 
性 模 量 EE 二 200GPa， 泊 松 比 py 二 0.3。 试 求 该 轴 在 下 力作 用 下 长度 和 直径 变量 Al 和 Ad 
及 其 占 原 尺寸 的 百分数 。 
8-12 有 一 个 横 截面 面积 为 A 二 10000mm? 的 钢 杆 ， 其 两 端 固定 ,荷载 如 图 8. 50 所 
示 ， 试 求 钢 杆 各 段 内 的 应 力 。 
8-13 图 8.51 所 示 杆 件 在 A 端 固 定 ， 另 一 端 刚性 支撑 BB 有 一 空 阶 86 二 lmm， 试 求 当 
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d=80mm 


赣 


-一 一 (全 一 一 二 
400mm. 


图 8. 49 





杆 件 受 下 二 50kN 的 作用 后 杆 的 轴 力 。 设 E=100GPa, A==200mm?, a 二 1. 5m，0 一 1m。 


避 


500 


400 二 300 路 
2 








|- 


图 8: 50 图 8.51 
8-14 图 8.52 所 示 支 架 中 的 3 根 杆 件 材料 相同 x 杆 1 的 模 截面 面积 为 200mm*， 杆 2 
的 为 300mm*， 杆 3 的 为 400mm*。 若 下 二 30kN. 试 求 各 杆 内 的 应 力 。 
8-15 在 图 8%53 所 示 在 结构 中 ，1W2 两 杆 的 抗 拉 刚度 同 为 E1A!， 杆 3 的 为 EA;。 
杆 3 的 长 度 为 2 十 6 其 中 6 为 加 工 误差 。 试 求 将 杆 3 装 入 AC 位 置 后 ，1、2、3 这 3 个 杆 
的 内 力 。 








图 8. 52 图 8. 53 
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第 9 去 
前 切 


【教学 目标 】 

本 章 主要 介绍 螺栓 、 锦 钉 等 连接 件 的 简化 计算 方法 ， 包 括 前 切实 用 计算 和 挤 压 实用 计 
算 两 个 部 分 ， 本 章 涉 及 的 应 力 均 为 截面 上 的 名 义 应 力 ， 要 注意 与 截面 的 真实 应 力 相 互 
区 分 。 

【学 习 要 求 】 

通过 本 章 学 习 ， 学 生 应 掌握 简单 连接 件 的 计算 方法 ,。 能 纺 准 哺 判 疡 前 切 面 和 拼 压 面 
的 位 置 及 大 小 ， 对 连接 件 及 被 连接 构件 进行 全 面 的 验算 桨 证 构件 正常 工作 。 


| 9. 1 剪 切 的 概念 及 工程 实例 


剪 切 的 受 力 特点 是 构件 上 作用 着 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 线 之 间距 离 很 小 的 平 
行 力 。 剪 切 变形 的 特点 是 二 力 间 的 截面 发 生 错 动 ， 直 至 发 生前 切 破坏 。 可 能 发 生 剪 切 破坏 
的 面 ， 称 为 剪 切 面 。 如 图 9. 1 所 示 ， 两 块 钢板 用 螺 答 连接 后 承受 拉力 ， 则 在 螺栓 的 两 
侧面 上 受到 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 线 相距 很 近 的 两 组 分 布 外 力 系 作用 。 螺 栓 在 这 样 的 
外 力 系 作用 下 ， 将 沿 着 -m - 在 才 用 必 生机 2 这 种 变形 形式 即 为 前 切 ， 而 发 生 剪 切 变 
形 的 截面 m= -全 即 为 剪 切 面 。 














F 上 F we Fs 
Fe : 
| F 
Lr 
F E27TI2) 
人 
@ b) Cc) 


图 9.1 


实际 工程 中 , 构件 与 构件 之 间 常 用 键 、 锦 钉 、 螺 栓 、 销 钉 、 桦 头等 连接 在 一 起 ， 如 
图 9.2 所 示 。 这 种 起 连接 作用 的 部 件 统称 为 连接 件 ， 在 构件 受 力 后 主要 产生 剪 切 变形 ， 承 
受 剪 切 应 力 。 如 果 应 力 过 大 ， 则 可 能 会 超过 材料 的 剪 切 强度 极限 而 引起 构件 破坏 造成 工程 
事故 。 

连接 件 的 本 身 尺 寸 较 小 , 但 其 受 力 较 复杂 ,因而 其 变形 亦 较为 复杂 。 在 工程 设计 中 为 
了 方便 计算 ,通常 按照 连接 的 破坏 可 能 性 ,在 试验 的 基础 上 ， 对 它们 的 受 力 特点 做 一 些 近 
似 的 假设 而 提出 的 简化 计算 方法 ， 称 为 实用 计算 法 。 
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人 6) 螺栓 连接 








人 销 钉 连接 
图 9.2 
1 9.2 和 % 切 的 实 计算 


图 9. 3 表示 机 二 析 过 信箱 洋 接 、 以 及 饮 钉 的 受 力 情况 。 钢 钉 两 侧面 上 所 受到 的 
分 布 力 的 合力 为 下， 大 小 相等 ! 方向 相反 ， 但 是 作用 线 东 在 一 条 直线 上 ， 在 mm 截面 处 
锦 钉 的 受 力 方向 发 生 突变 。 因此 。 钢 钉 在 mm 一 m 截面 不 受到 剪 切 作用 。 

为 了 研究 前 切面 上 的 受 力 情况 ， 采用 截面 法 ， 在 mm 截面 处 将 钱包 切断， 取 下 部 作 
为 研究 对 象 。 该 部 分 受到 外 力 的 作用 ， , 设 太 天 面 上 的 内 力 为 下， 如 图 9.4 所 示 。 根 
据 力 的 平衡 条 件 有 > 











ZF,=0: Fs—F=0 
所 以 Fs=F 
则 在 剪 切 面 上 有 大 小 为 Fs， 方 向 相反 ,平行 于 剪 切 面 的 内 力 ， 并 以 切 应 力 r 的 形式 分 布 在 
截面 上 。 在 剪 切 实用 计算 中 ,假设 剪 切 面 上 各 点 处 的 切 应 力 相 等 ， 剪 切面 的 面积 为 As， 
于 是 可 得 到 剪 切 面 上 的 名 义 切 应 力 为 


上 一 全 《9 一 3 
求 得 切 应 力 后 ， 即 可 建立 剪 切 强度 条 件 。 通 过 直接 试验 ， 并 按 名 义 切 应 力 公式 (9 -1)， 


er td tt 忆 ， 再 除 以 安全 系数 ， 即 可 得 到 材料 的 许 用 名 义 
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切 应 力 [可 。 此 时 ， 剪 切 的 强度 条 件 可 表示 为 
= 全 <[ (9-2) 


按 名 义 切 应 力 公式 (9 -1) 求 得 的 切 应 力 值 ， 并 不 能 反映 剪 切 面 上 切 应 力 的 理论 真实 
ee in Me 
近 破 坏 时 ， 剪 切面 上 的 切 应 力 将 逐渐 趋 于 均匀 ， 符 合 实用 计算 理论 的 假设 。 因 此 强度 条 件 
式 (9 -2) 基 本 能 够 满足 工程 实用 的 要 求 。 


| 9.3 挤 压 的 实用 计算 


在 外 力作 用 下 ,不 但 在 连接 件 内 部 产生 剪 切 力 ， 在 连接 件 与 补 连 接 的 构件 之 间 的 接 外 
面 上 还 会 出 现 局 部 承 压 现象 ， 称 为 挤 压 。 在 接触 面 上 的 压力 称 为 挤 压力 ， 记 为 F,.。 挤 压 
力 可 根据 被 连接 件 所 受 的 外 力 由 静 力 平衡 条 件 求 得 ， 当 挤 压 力 过 大 时 ， 就 可 能 把 钾 钉 或 钢 
板 的 钾 钉 孔 压 成 局 部 塑性 变形 。 图 9. 5(a) 表 示 钢 板 因 抗 压强 度 不 足 在 孔 边缘 被 压 溃 而 产生 
局 部 塑性 变形 ; 图 9. 5(b) 表 示 锦 钉 因 抗 压强 度 不 是 被 压 坏 或 压 扁 的 情况 。 

构件 在 承受 挤 压力 F. 作 用时， 挤 压 面 士 前 应 力 分 布 一 般 较 为 复杂 。 实 用 计算 方法 中 
也 是 假设 在 挤 压 面 上 应 力 均匀 分 布 ， 以 和 表示 挤 压 面 面 积 ， 则 名 义 挤 压 应 力 .为 
风 (9—3) 

当面 国 和 (几许 WE 
接触 面 在 直径 平面 上 的 投影 面积 ， 如 图 9.6 所 示 ， 这 样 是 为 了 方便 计算 。 在 实际 理论 分 析 
中 ， 接 触 面 上 的 理论 挤 压 应 力 分 布 情况 如 图 -9. 6Ca) 所 示 ， 最 大 应 力 出 现在 圆柱 面 的 中 点 ， 


在 实用 计算 中 。 按 式 C9 一 3) 算 得 的 名 义 捞 尿 应 力 瑟 接 触 面 中 点 处 的 最 大 理论 挤 压 应力 值 相 
近 。 当 连接 件 与 被 连接 构件 的 接触 面 为 平面 时 ， 挤 压 面 面积 人 A, 取 为 实际 接触 面 的 面积 。 


-和 
ed 


tb) 














图 9.5 图 9.6 


求 得 挤 压 应 力 后 ， 即 可 建立 挤 压 应 力 强 度 条 件 。 通 过 直接 试验 ,并 按 名 义 挤 压 应 力 
式 (9-3)， 可 得 到 挤 压 破坏 时 材料 的 名 义 极限 挤 压 应 力 o,。 再 除 以 安全 系数 ， 即 可 得 到 材 
料 的 许 用 名 义 挤 压 应 力 [om.]。 此 时 ， 挤 压 的 强度 条 件 可 表示 为 


所 = 公 <[o] (9 一 4) 
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为 挤 压 是 连接 件 与 被 连接 件 之 间 的 相互 作用 ， 所 以 当 两 者 材料 不 同时 ， 应 校 核 其 中 





许 用 挤 压 应 力 较 低 的 材料 的 挤 压强 度 。 

例 9.1 图 9.7 所 示 的 锦 钉 接头 承受 拉力 下 的 作用 ,已 知 板 厚 $ 一 2mm， 板 宽 / 一 
15mm， 钾 钉 直 径 4 一 4mm; 钾 钉 和 钢板 材料 相同 ， 许 用 切 应 力 [rj 二 100MPa, 许 用 挤 压 
应 力 [0] 二 300MPa， 许 用 拉 应 力 [oj 二 160MPa。 试 确定 拉力 下 的 许可 值 。 

解 : 该 饮 接 接头 的 破坏 形式 可 能 有 以 下 4 种 : 锦 钉 沿 其 横 截 面 1- 1 被 剪断 ， 如 
图 9.7(a) 所 示 ;， 锦 钉 与 钢板 孔 壁 互相 挤 压 ， 产 生 挤 压 破 坏 ; 钢板 沿 截面 2 -2 被 拉 断 ， 如 
图 9.7(b) 所 示 ; 钢板 沿 截面 3 - 3 被 剪断 ， 如 图 9.7(c) 所 示 。 









(1) 钾 钉 的 剪 切 强度 分 析 : 





钢 钉 前 切面 1 - 1 上 前 前 力 Fs 二 F， 切 应 力 为 ”六 
2A_ _ 了 
,< ! 义 代 二 7 
了 


由 剪 切 强度 条 件 式 (9 -2)， 要 求 
F<zd [zl r(4X10 3:) (100Xx10°) 
7 








1256N 


(2) 锦 钉 及 钢板 的 挤 压强 度 分 析 。 
因 锦 钉 及 钢板 的 材料 相同 ， 其 挤 压强 度 相 同 。 钾 钉 与 板 孔 壁 的 挤 压 力 Fi 二 下， 名 义 挤 
压 应 力 为 


根据 挤 压 强度 条 件 式 (9 -4)， 有 
FF 和 6d [c.] 王 (2X10)(4X10)(300X10") 一 2400N 
(3) 钢板 的 拉 伸 强度 分 析 。 
钢板 横 截面 2 -2 上 的 拉 伸 正 应 力 最 大 ,其 值 为 (不 考虑 应 力 集中 的 影响 ) 


二 - 
“” (5 一 0 四 5 











根据 拉 压 杆 的 强度 条 件 ， 有 
F<(b—ad)dto]=(15X10 3—4X10™)(2X10")(160X10°)=3520N 
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综合 以 上 3 方面 可 知 ， 该 接头 的 许可 拉力 为 
F=1256N=1. 256kN 
例 9.2 某 钢 栅 架 的 一 节点 ， 如 图 9. 8(a) 所 示 。 斜 杆 A 由 两 个 63mmX6mm 的 等 边 角 
钢 组 成 ， 受 力 F 二 140kN 的 作用 。 该 斜 杆 用 螺栓 连接 在 厚度 为 3 一 10mm 的 节点 板 上 ， 螺 
栓 直 径 为 d 二 16mm。 已 知 角钢 、 节 点 板 和 螺栓 的 材料 均 为 Q235 钢 ， 许 用 应 力 为 
[oj] 二 170MPa,， [rt] 二 130MPa，[o] 二 300MPa。 试 选择 螺栓 个 数 ， 并 校 核 斜 杆 A 的 拉 伸 
强度 。 








解 : WE 先 用 剪 切 强度 条 件 式 (9 -2) 
选择 螺栓 个 数 ， 然后 用 挤 压 强度 条 件 式 9- 2 来 校 核 。 

首先 分 析 每 个 螺栓 所 受到 的 力 江 当 各 螺栓 直径 相同 ， 浊 外 力作 用 线 通过 该 组 螺 推 截面 
0 可 假定 每 个 螺栓 的 受 力 入 等 。 所 以 ， 在 县 有 /不 旭 从 的 接头 上 作用 的 外 力 为 

+ ， 每 个 螺栓 所 受到 的 为 即 等 于 FF/ 

螺栓 有 两 个 前 切面 [图 9.8(b)]， 机 记得 个 归 曾 上 的 长 











YF 
EM EF 
Bs > 
ON 交 右 讶 亲人 人 1 - 2) 
F 
_Fs 2n_ 2X140X10N 
"A. rd nxrX(16X10  m)’ 0a 
4 
于 是 求 得 螺栓 数 为 
2X140X103N 加 
nA IO m) XX (130X10 Pa) 8 
取 n=3。 


校 核 挤 压 强度 。 由 于 节点 板 的 厚度 小 于 两 角钢 厚度 之 和 ， 所 以 应 校 核 螺栓 与 节点 板 之 
间 的 挤 压 强度 。 每 个 螺栓 所 受 的 力 为 F/n， 也 即 螺 栓 与 节点 板 间 相互 的 挤 压力 ， 即 





由 式 (9 -4) 可 得 名 义 挤 压 应 力 为 
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将 已 知 数据 代入 上 式 , 得 
F 140X 1000N 
n6d 3X(10X10 mm)(16X10 *m) 
可 见 , 采用 3 个 螺栓 满足 挤 压强 度 条 件 。 
校 核 角钢 的 拉 伸 强度 。 取 两 根 角钢 一 起 作为 分 离 体 ， 其 受 力图 及 轴 力 图 ， 如 图 9. 8(c) 
所 示 。 由 于 角钢 在 m-m 截面 上 轴 力 最 大 ,该 横 截 面 又 因 螺栓 和 孔 而 削弱 ， 故 为 危险 截面 。 
该 截面 上 的 轴 力 为 





Gu 一 


=292X10°Pa=292MPa< [o,.] 

















Fy.mx =F=140kN 


由 型 钢 规 格 表 查 得 63mmX63mm 角钢 的 横 截面 面积 为 7. 29cm* ， 故 危险 截面 mx -m 的 面 
积 为 
A=2X (729mm’ mm mn) 
角钢 横 截 面 m -m 上 的 拉 伸 正 应 力 为 人》 
Fym:_ 140000N 
”A 12.6X10 mm 
可 见 ， 斜 杆 满足 拉 伸 强度 条 件 。 
在 计算 m -m 截面 上 的 拉 应 力 时 应 用 了 四 记 入 全 丽 正 应 力 公式 ， 实际 上 ， 由 于 角钢 上 
的 螺栓 孔 ， 使 槛 截面 发 生 应 力 集中 现象 。 ,但 芍 虑 到 杆 的 材料 为 Q235 钢 ， 具有 良好 的 塑性 ， 
当 杆 接近 破坏 时 ， 和 危险 截面 m -mm 上 特 部 分 材料 均 将 达到 届 服 ， 各 点 处 的 正 应 力 趋 于 相 
等 ， 故 假设 该 截面 上 各 点 NE , 疹 


x . S i 


和 








一 111X10"Pa Cu 
不 洲 


We _ 
下 


实用 计算 
构件 的 交 为 ， et 又 简化 计算 的 假设 ,计算 其 名 义 应 
力 ， 然 后 根据 直接 试验 的 结果 ， 确 定 其 许 用 应 力 ， 进 行 强度 计算 。 
2. 前 切 的 实用 计算 
前 切面 :构件 有 沿 其 发 生 相 互 错 动 趋 势 的 截面 。 
前 力 ， 前 切面 上 的 内 力 分 量 Fs， 由 截面 法 求 得 。 
基本 假设 名义 切 应 力 在 前 切面 上 均匀 分 布 。 
强度 条 件 ， 名义 切 应 力 不 得 超过 由 直接 试验 结果 ， 按 名 义 切 应 力 公式 ， 并 考虑 安全 因 
素 后 的 许 用 切 应 力 ， 即 
:= 全 <[d] 
3. 挤 压 的 实用 计算 
挤 压 ， 两 构件 相互 接触 的 局 部 承 压 现象 
撞 压 面 ， 两 构件 间 相互 接触 的 局 部 接触 面 。 
挤 压力 ;局 部 接触 面 上 总 压力 。 
基本 假设 ， 挤 压 应 力 在 计算 挤 压 面 面 积 上 均匀 分 布 。 若 挤 压 面 为 平面 (如 键 等 ) ， 则 
计算 挤 压 面 面 积 即 为 实际 的 挤 压 面 (接触 面 ) 面 积 ， 若 拼 压 面 为 半圆 柱 面 (如 锦 钉 、 螺 栓 、 











148 


第 9 前 前 切 








销 钉 等 )， 则 计算 挤 压 面 面积 等 于 实际 挤 压 面 (接触 面 ) 面 积 在 其 直径 平面 上 的 投 
影 (图 9.9) 。 







实际 挤 压 面 


1. 在 图 9. 10 所 示 锦 接 结构 中 ， 旋 是 如 倚 传 有 ? 

2 试问 压缩 与 挤 压 有 何 区 别 ?为何 挤 压 话 骨 应 力 大 于 压缩 许 用 应 

3， 某 木 桥 上 的 斜 支柱 是 撑 在 棉 本 涩 池上 的 ， tpn i 桩 ， 
如 图 9.11 所 示 。 记分 析 该 弄 相公 红 而 各 和 承 夺权 可 和 


Xx 2 区 













RS 


2 | 





9 -1 试 确定 图 9. 12 所 示 连 接 或 接头 中 的 前 切面 和 挤 压 面 。 

9-2 如 图 9.13 所 示 ， 起重机 的 吊 钧 与 吊 板 通 过 销 轴 联结 ， 吊 起 重 物 下 。 已 知 下 = 
40kN， 销 轴 直 径 D 二 22mm， 帅 钧 厚度 1 二 20mm。 销 轴 许 用 应 力 : [rj] 二 60MPa， [oj]== 
120MPa。 试 校 核 销 轴 的 强度 。 
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图 9. 12 





9-3 如 图 9. 14 所 孙 ， 一 螺栓 将 拉杆 与 厚 为 8mni 的 两 块 盖 板 相连 接 。 各 零件 材料 相 
同 ， 许 用 应 力 均 为 [oJ] 二 80MPa，[t] 二 60MPa 六 tm 辣 =160MPa。 若 拉杆 厚度 8 二 15mm， 
拉力 F 二 120kN， 试 设计 螺栓 直径 d 及 拉杆 宽度 5。 

9-4 图 9.15 所 示 螺 栓 在 拉力 下 作用 下 。 已 知 材料 的 剪 切 许 用 应 力 [r] 和 拉 伸 许 用 
应 力 [o] 之 间 的 关系 约 为 : [J 二 “06[2]。 试 求 螺栓 直径 共 与 栓 头 高 度 h 的 合理 比值 


Y 


如 








9-5 图 9.16 所 示 两 块 钢板 ， 由 一 个 螺栓 联结 。 已 知 : 螺栓 直径 d 一 24mm， 每 块 板 
的 厚度 9 一 12mm， 拉 力 F 一 27kN ， 螺 栓 许 用 应 力 [rj 二 060MPa，[o,.] 二 120MPa。 试 对 螺 
栓 作 强度 校 核 。 

9-6 图 9.17 所 示 为 一 螺栓 接头 。 已 知 下 二 40kN， 螺 栓 许 用 应 力 [rc] 二 130MPa, [oj] 二 
300MPa。 试 计算 螺栓 所 需 的 直径 (图 中 单位 :mm)。 

9-7 拉力 = 二 80kN 的 螺栓 连接 如 图 9.18 所 示 。 已 知 0 一 80mm，6 一 10mm，d 一 
22mm， 螺 栓 的 许 用 切 应 力 [zj 一 300MPa， 钢 板 的 许 用 挤 压 应 力 [ou] 王 120MPa， 许 用 拉 
应 力 [oj 二 170MPa。 试 校 核 接头 强度 。 
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图 9. 17 
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第 10 冯 
扭转 


【教学 提示 】 

本 章 首先 介绍 扭转 的 概念 和 扭 给 图 的 画 法 ， 然 后 介绍 扭矩 在 截面 上 产生 的 切 应 力 的 分 
布 情况 : 用 薄 壁 园 环 受 扭 介绍 切 应 力 在 园 周 上 的 分 布 特点 ; 用 实心 圆 杆 受 捏 介绍 切 应 力 在 
直径 方向 上 的 分 布 特点 。 同 时 也 介绍 了 材料 力学 中 较为 常用 的 一 种 推导 方法 ， 即 综合 分 析 
几何 、 物 理 、 力 学 平衡 这 3 方面 问题 ， 来 研究 截面 上 的 应 力 分 布 情况 。 通 过 以 上 结论 ， 进 
一 步 得 出 切 应 力 的 双生 互 等 定理 。 本 章 最 后 ， 介 绍 圆 杆 受 握 时 捏 转角 的 计算 以 及 刚度 
条 件 。 

【学 习 要 求 】 

通过 本 章 学 习 ， 学 生 应 能 够 应 用 截面 法 绘制 握 瓶 图 ， 根 据 扭 纸 图 找到 危险 截面 ， 然 后 
分 析 危 险 截 面 上 的 切 应 力 分 布 情况 ， 看 其 是 否 满足 强度 条 件 。 同 时 也 能 够 计算 受 捏 图 杆 的 
捏 转角 ， 看 其 是 否 满足 刚度 条 件 ， 进 而 判断 受 扭 国 杆 能 否 正常 工作 。 除 此 之 外 ， 还 应 掌握 
切 应 力 双生 互 等 定理 ， 以 及 综合 分 析 几 何 \， 物理 和 力学 平衡 来 分 析 截 面 应 力 分 布 情况 的 扒 
导 方法 。 \, 


| 10. 1 扭转 的 概念 及 工程 实例 


工程 中 的 受 扭 构件 较为 常见 。 如 图 10. 1 所 示 的 汽车 转向 轴 ， 驾驶 员 操纵 方向 盘 将 力 
偶 矩 作用 于 转向 轴 的 B 端 , 转向 轴 的 A 端 则 受到 来 自转 向 器 的 阻抗 力 偶 窍 的 作用 ， 使 转 
向 轴 AB 发 生 扭转 变形 。 又 如 图 10. 2 中 的 传动 轴 ， 在 力 偶 矩 作用 下 的 主动 轮 使 传动 轴 转 
动 ， 从 而 带动 从 动 轮 ， 而 从 动 轮 上 作用 着 阻抗 力 偶 矩 的 作用 ， 传 动 轴 将 发 生 扭 转变 形 。 











图 10.2 
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扭转 变形 的 受 力 特 点 是 : 杆 件 受 力 偶 矩 的 作用 ， 各 力 偶 矩 的 作用 平面 垂直 于 杆 轴 。 如 
图 10. 3 所 示 ， 圆 轴 AB 段 两 端 各 作用 一 个 力 偶 窍 ， 并 且 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 面 垂 
直 于 杆 轴 。 此 时 杆 件 将 产生 扭转 变形 ， 圆 轴 各 横 截 
面 将 绕 其 轴线 发 生 相 对 转动 。 任 意 两 横 截 面 间 相 对 
转 过 的 角度 ， 称 为 相对 扭转 角 ， 以 9 表示 。gyas 表 示 
截面 B 相对 于 截面 A 的 扭转 角 。 同 时 杆 件 表面 的 纵 
向 直线 也 转 了 一 个 角度 Y， 变 成 螺旋 线 ，y 称 为 剪 切 图 10.3 
角 ， 这 就 是 扭转 变形 的 特点 。 

工程 中 产生 扭转 变形 的 杆 件 ， 除 受 扭转 作用 外 ， 往 往 还 伴随 有 弯曲 、 拉 压 等 其 他 形式 
的 变形 。 如 果 这 些 构 件 是 以 扭转 为 主 ， 其 他 变形 为 辅 ， 并 且 可 忽略 不 计 ， 则 可 按 扭转 变形 
杆 件 进行 强度 和 刚度 的 计算 ， 和 否则 为 组 合 变形 问题 ， 将 在 以 后 研究 。 


| 10. 2 扭矩 的 计算 和 扭矩 图 
,六 二 

要 研究 受 扭 杆 件 的 应 力 和 变形 ， 首 先 要 分 析 首 用 于 轴 上 的 外 力 偶 矩 及 内 力 ( 即 扭矩 )。 
由 于 外 力 偶 往 往 有 多 个 ， 因 此 ， 不 同 节 段 上 的 钮 矩 也 各 不 相同 ， 可 用 截面 法 来 计算 横 截 面 
上 的 扭矩 。 以 图 10. 4 所 示 贺 轴 为 例 ， 两 端 受 到 外 力 偶 矩 M. 的 作用 ， 若 要 分 析 mw -m 截面 
处 的 扭 逢 ， 首 先 用 假想 截面 将 贺 杆 在 wm 截面 处 分 成 两 部 分 ， 可 任 取 一 部 分 作为 研究 对 
象 。 若 取 右 侧 单元 作为 研究 对 象 ， 如 图 10. 4(b) 所 示 ， 内 其 处 于 平衡 状态 ， 力 侦 矩 只 能 用 
力 偶 矩 来 平衡 ， 则 要 求 m= 截面 上 的 内 力 为 一 个 力 偶 甜 个 ， 由 平衡 方程 也 M, 一 0 可 得 
以- 一 T 一 MSO 从 
.<< AM 

若 取 左 部 分 作为 研究 对 象 ， 如 图 10. 4(@) 所 示 ， 同 样 可 求 得 mm 截面 上 的 扭矩 工 ' 一 
M,。 其 中 了 ' 与 了 是 作用 力 与 反作用 力 关系 ， 大 小 相等 ， 方 向 相反 ， 作 用 在 不 同 的 部 分 上 
为 了 研究 问题 的 方便 ,使 无 论 从 哪个 部 分 求 得 的 mm 截面 上 的 扭 盾 不 但 数值 相同 ， 符 号 
也 相同 ， 把 扭矩 了 的 符号 作 如 下 规定 : 采用 
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右手 螺 旅 法 则 ， 用 四 指 表示 扭矩 的 转向 ， 大 拇 大 
指 的 指向 表示 扭矩 的 矢量 方向 ， 矢 量 方向 与 巷 则 Ou { 品 片 : 
面 的 外 法 线 方向 相同 时 ， 该 扭矩 为 正 ， 反 之 为 5 
负 。 应 用 此 规则 可 知 ， 图 10. 4 所 示 m -mm 截面 
之 扭矩 为 正 号 。 在 用 截面 法 求 某 蕉 面 扭矩 时 ， 
通常 假设 切 开 的 截面 上 受 正 握 乱 ， 进 而 列 平衡 -© 加 
方程 求 未 知 数 。 7 
当 轴 上 作用 有 两 个 以 上 的 外 力 偶 矩 时 ， 应 








分 段 计算 轴 的 扭矩 。 为 了 清楚 地 表示 扭矩 沿 轴 Oh 0) 
线 的 变化 情况 ， 通 常 以 横 坐 标 表示 截面 的 位 置 ， “Wr 
纵 坐 标 表示 扭矩 的 大 小 ， 给 出 各 截面 扭矩 随 其 
位 置 而 变化 的 示意 图 ， 称 为 扭矩 图 。 绘 制 扭矩 图 10.4 





图 时 车 将 各 外 力 偶 矩 的 转动 方向 变 成 撩 量 方向 ， 则 与 轴 力 图 的 绘制 方法 相同 。 
例 10.1 一 传动 轴 如 图 10.5(a) 所 示 ， 所 


Mo Mo Mos Me 
A : 三 一 受 外 力 偶 矩 分 别 为 M =4.78X10N。m、 
( g & 人 Mo 一 4.75X10N 。m、M。 一 15.9X10N 。m、 
开 而 
@ 


M4 二 6.37 X10N。m。 试 绘 出 轴 的 扭 


本 














Ha 1 和 矩 图 。 
4 由 轴 的 计算 简 图 可 知 ，AB、BC、 
CD3 段 上 的 扭矩 值 是 不 变 的 ， 因 此 分 为 3 
由 段 ， 计 算 各 段 内 的 扭矩 值 。 先 计算 AB 段 ， 
全 We 任 取 一 个 横 截 面 1-1， 并 假设 切 分 出 的 截 
(TO 面 所 受 扭矩 为 正 ， 可 列 平衡 方程 
- , /EM =0 
e AN —M. =0 
~ 2 如 证 , NIN=M =4.78X10 N.m 
A \ 
上 AT 同 理 , 在 BC 段 内 
由 AX DN TI=Mu 二 Me 一 9.56X10N。m 
9.56 人 





< 在 CD 段 内 
[ ph | SS \ Tu 一 Mu 二 Me 一 Ms 一 一 6 37X10N。m 


CD 段 讽 的 扭矩 也 可 以 选取 右 侧 单元 来 
HY was. mi 



































7 图 kNN) 一 6.37 出 扭矩 图 [图 10.4(d)]。 从 图 中 可 以 看 出 ， 
(pe -入 -最 大 扭矩 发 生 在 BC 段 内 ， 其 值 为 9.56 x 
、 图 105 SS 10N。m。 


| 10. 3 功率 、 转 速 与 扭矩 之 间 的 关系 


工程 中 常用 的 传动 轴 ， 往往 只 知道 它 所 传递 的 功率 和 转速 ， 它 的 外 力 偶 矩 并 没有 直接 
给 出 。 为 此 ， 需 要 根据 其 所 传递 的 功率 和 转 
速 ， 求 出 使 轴 产 生 扭转 的 外 力 偶 矩 。 

假设 轴 在 带 轮 处 (图 10. 6 中 的 A 轮 ) 受 到 
一 力 偶 矩 M.( 单 位 N。m) 的 作用 . 轴 的 转速 
为 n(r/min)， 当 轴 转 动 一 分 钟 时 ， 该 力 偶 和 矩 
所 做 的 功 W 为 : 

W=2xrn* M. (a) 

若 机 器 的 功率 为 P(kW)，1kW 相当 于 每 
秒 做 1000N，m 的 功 ， 则 机 器 每 分 钟 做 的 功 
W' 为 








W'=60000P (b) 10.6 
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式 (a) 和 式 (b) 都 是 每 分 钟 所 做 的 功 ， 两 者 相等 ， 进 而 可 得 到 转换 公式 


式 中 己 的 单位 是 


=60000P_gs50 (10-1) 
2mn n 


kW; nn 的 单位 是 r/min。 





M. 


| 10. 4 薄 壁 圆 管 扭转 时 横 截面 上 的 切 应 力 





设 有 一 薄 壁 圆 简 [图 10.7(a)]， 其 壁 厚 8$ 远 小 于 平均 半径 r,， 两 端 受 一 对 大 小 相等 转 
向 相反 的 外 力 偶 矩 作用 。 由 截面 法 可 知 ， 圆 简 任 一 横 截 面 上 的 内 力 只 有 扭矩 了， 并 且 大 小 
)]。 由 截面 上 的 应 力 与 微 面积 dA 之 乘积 的 合成 只 构成 扭矩 可 知 ， 截 面 上 


相等 [图 10.7(b 
只 有 切 应 力 。 













































































为 了 更 好 地 表示 薄 壁 贺 简 在 扭矩 作用 下 的 变形 情况 ， 可 预先 在 圆 简 表面 画 上 等 间距 的 


圆周 线 和 纵向 线 ， 





扭转 后 可 观察 到 下 列 现象 [图 10. 7(c)]: 圆周 线 保持 不 变 ， 而 纵向 线 发 


生 倾 斜 ， 在 小 变形 时 仍 保持 为 直线 。 由 此 可 以 推 知 ， 横 截面 的 大 小 和 形状 在 变形 过 程 中 保 
持 不 变 ， 相 邻 两 槛 截面 只 是 绕 圆 简 轴 线 发 生 相 对 转动 ,同样 可 以 说 明 横 截 面 上 只 有 切 应 
力 ， 否 者 相 邻 截面 之 间 沿 着 轴 向 会 出 现 拉 伸 或 者 压缩 变形 。 圆 简 两 端 截面 之 间 的 相对 扭转 
角 是 p。 圆 简 表 面 上 每 个 格子 的 直角 都 改变 了 相同 的 剪 切 角 y [图 10.7(d)]， 这 个 直角 改 
变量 也 称 为 切 应 变 ， 它 和 截面 上 沿 圆 周 切线 方向 的 切 应 力 是 一 一 对 应 的 。 由 于 每 个 格子 的 
切 应 变 都 相等 ， 根 据 材 料 均匀 连续 的 假设 ， 可 以 推 知 ， 沿 圆周 各 点 处 的 切 应 力 与 圆周 相 切 


并 且 数值 相等 。 旧 


值 均 相等 ， 其 值 为 r [图 10. 7(e)]。 于 是 可 以 得 到 下 列 静 力 条 件 




















日 于 壁 厚 $ 远 小 于 平均 半径 x。， 可 近似 认为 沿 壁 厚 方 向 各 点 处 切 应 力 的 数 





[raa .r=7 
A 


式 中 rdA 为 微 面积 上 的 微 剪 力 ， 而 rdA。 > 为 微 剪 力 对 截面 中 心 的 力矩 ， 上 式 表 示 全 截面 
所 有 微 内 力 的 力矩 之 和 等 于 扭矩 了。 其 中 为 常量 ,， 并且 可 以 用 平均 半径 x。 代替 ， 而 积 


分 | dA 三 2rro0 
A 





为 圆 简 横 截面 面积 ， 代 和 人 上 式 中 可 得 
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三 “有 一 人 
7 2xm6rn 246 
式 中 A 二 x 为 平均 半径 所 包围 的 面积 。 式 (10 -2) 即 为 计算 薄 壁 圆 管 受 扭 时 横 截面 上 切 应 
力 z 的 公式 。 
由 图 10.7(c) 所 示 的 几何 关系 ， 可 得 到 切 应 变 y 和 相距 / 的 两 端面 间 的 相对 转角 p 的 


《410 一 2 




















7 (10-3) 


式 中 ，" 为 薄 壁 贺 简 的 外 半径 。 

通过 海 壁 圆 简 的 扭转 试验 还 可 以 发 现 ， 当 外 力 偶 矩 在 一 定 范围 以 内 ， 相 对 扭转 角 9 与 
截面 问 的 扭矩 T 之 问 存在 着 正比 关系 ， 由 式 (10 -2)、 式 (10 - 3) 式 可 知 ，y 与 之 问 也 存 
在 正比 关系 。 入 





| 10. 5 切 应 力 双生 互 等 定理 和 剪 切 胡 克 定律 


1. 切 应 力 双生 互 等 定理 , AX 
从 受 扭 薄 壁 圆 管 横 蕉 面 上 取出 一 个 水 单元 体 (图 10. 8) ， 由 上 一 节 可 知 ， 左 右 侧面 (如 


侧面 abcd) 上 只 有 切 应 力 存在 。 “、、、 A 
假设 单元 体 四 个 侧面 上 的 切 应 力 分 别 为 才 ， 江 ,志和 起 汪 由 平衡 条 件 可 列 方程 
BF,=0, rdrdz—rdidss0, 得 z=; WAAL | 
DF,=0, tidydz—Aidydz 一 0, 得 全 

EMo=0, ridydzdx—tdrdzdy=0, 得 和 6 王 交 7% 
由 此 可 知 \ 符 单 序 体 相互 垂直 的 平面 尺 ， 切 应 

力 必然 成 对 出 现 ， 它 们 大 小 相等 ， 并 且 都 垂直 于 两 

个 平面 的 交 线 ， 方 向 则 同时 指向 或 同时 背离 这 一 交 

线 。 这 一 规律 称 为 切 应 力 双 生 互 等 定理 。 

图 10. 8 所 示 的 单元 体 的 应 力 状态 称 为 纯 剪 切 应 
力 状态 ， 其 4 个 侧面 上 无 正 应 力 而 只 有 切 应 力 。 可 
以 证 明 ， 切 应 力 双生 互 等 定理 不 仅 对 纯 剪 切 应 力 状 图 10.8 
态 成 立 ， 对 正 应 力 
和 切 应 力 同时 作用 的 非 纯 剪 切 单元 体 同 样 成 立 。 

2. 前 切 胡 克 定律 


10. 4 节 通 过 薄 壁 圆 简 的 扭转 分 析 ， 得 到 了 切 应 力 r 和 
切 应 变 y 之 间 成 正比 关系 ,通过 低 碳 钢 薄 壁 钢管 试验 同样 
可 以 得 到 验证 。 根 据 外 力 偶 矩 计算 出 切 应 力 r， 再 用 精密 
仪器 测量 出 剪 切 角 yY， 据 此 可 以 绘制 rz-y 关系 曲线 ， 如 
图 10.9 所 示 。 图 中 对 应 于 A、B 两 点 的 值 分 别 为 剪 切 变形 
图 10.9 的 弹性 极限 5, 和 届 服 极限 =~， 在 弹性 极限 范围 内 ，r 与 y 
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成 正比 关系 ， 即 rz 一 Gy。 

此 为 材料 的 剪 切 胡 克 定律 ， 式 中 的 比例 系数 G 称 为 材料 的 切 变 模 量 或 剪 切 模 量 ， 单 位 
为 Pa。 钢材 的 切 变 模 量 约 为 80GPa。 根 据 理 论 分 析 和 试验 验证 ， 在 弹性 变形 范围 内 ，G 与 
其 他 两 个 弹性 常数 已 、w 之 间 有 下 列 关系 式 ， 



































-gy (10-4) 

式 跨 为 拉 压 弹性 模 量 、y 为 泊 松 比 。 对 于 钢材 ,1 二 0. 3， 可 得 G 二 0. 384E; 对 于 混 
凝 土 , /二 1/6， 可 得 G 二 0. 425E。 对 于 每 一 种 各 向 同性 的 材料 ， 都 存在 这 种 关系 ， 可 通过 
任意 2 个 值 求 得 第 3 个 值 。 





| 10.6 袜 必 加 村 本纪 财 本 大 再 上 梯 应 力 


在 讨论 受 扭 实心 圆 杆 横 截 面 上 的 应 力 时 ， 同伴 采用 少量 加 入 的 研究 方法 ， 即 从 几何 、 
物理 、 静 力学 3 个 方面 进行 分 析 。 PRN 


1， 几何 方面 XN 


为 了 观察 圆 轴 的 扭转 变形 ， 与 二 帮 较 条 和 报 样 ， 也 是 在 圆 轴 表 面 上 作 圆 周 线 和 纵向 
线 (图 10. 10) 。 下 轩 周 线 沉 















| We- 个 第 小 的 角度 7。 
的 方 格 ， 变 形 后 错 动 成 为 萎 形 。 

根据 观察 到 的 现象 可 作 如 下 基本 假设 
四 轴 担 转变 形 前 便 检 截面， 在 变形 后 仍 保持 为 平面 ， 大 小 和 形状 均 未 改变 ， 半径 仍 保持 为 
直线 ; 且 相 邻 两 横 截 面 间 的 距离 不 变 ， 只 是 像 刚 性 圆 片 那样 绕 杆 轴 转 了 一 个 角度 ， 这 就 是 
圆 轴 扭转 的 平 截面 假设 。 由 此 也 可 以 进一步 推断 ， 在 圆 杆 的 横 截 面 上 只 有 切 应 力 而 无 正 应 
力 , 且 切 应 力 方向 与 圆 轴 的 切线 平行 。 为 了 确定 切 应 力 的 值 ， 可 先 从 切 应 变 入手 ， 确 定 横 截 面 
上 任 一 点 处 的 切 应 变 随 点 的 位 置 而 变化 的 规律 。 

在 图 10. 10(b) 中 截取 长 度 为 dz 的 杆 段 进 行 分 析 ， 其 变形 情况 如 图 10. 11(a) 所 示 。 截 


























b) 





图 10. 11 
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面 b-b 相对 于 截面 -a 绕 杆 轴 转 动 了 一 个 角度 dp， 因此 45-b 截面 上 的 任意 半径 OD 也 
转动 了 同一 个 角度 dg。 截面 发 生 相对 转动 之 后 ， 杆 表面 的 纵向 线 AD 也 倾斜 了 一 个 角度 。 
纵向 线 的 倾斜 角 Y 就 是 横 截面 周边 上 任 一 点 A 处 的 切 应 变 。 同 时 ,通过 半径 0,D 上任 一 
点 G 的 纵向 线 EG 在 杆 变 形 后 也 倾斜 了 一 个 角度 Y,， 且 这 个 角度 越 靠 近 圆 心 越 小 ， 此 为 横 
截面 半径 上 任 一 点 已 处 的 切 应 变 。 设 G 点 至 横 截 面 圆心 的 距离 为 p。, 根据 几何 关系 有 























Ytany, =- 坚 - on 
即 
上 式 表示 等 直 轩 杆 模 截面 上 任 一 点 处 的 切 应 变 随 该 点 在 横 截面 上 的 位 置 而 变化 的 规 
律 。 其 中 加 表示 相对 所 转角 沿 村 长 度 的 变化 率 ， 以 0 表示 ， 即 个、 
fA X 、 
0= 各 NA (a) 
于 是 aN 
yO NA (b) 
对 于 给 定 的 横 截面 来 说 0 是 一 个 常量 ， AM 在 加- 半径 的 圆周 上 ， 各 点 处 的 切 应 变 
均 相等 ， 且 与 p 成 正比 。 NA 
NAN 
2 物理 方面 xX、 
由 前 切 衣 克 定 律 可 知 ， 在线 弹性 范 围 内 切 应 Re 即 
z 一 GX (c) 
将 式 (D 代 信 式 (0 中 ma 可 得 到 模 截 面 上 切 应 力 变化 规律 的 
表达 式 “< 
NSN > -二 6,=cbo (d) 


由 上 式 可 知 ; 在 同一 半径 o 的 圆周 上 各 点 处 的 切 应力 值 r, 均 相等 ， 且 与 成 正比 ， 方 向 
垂直 于 半径 ， 此 时 可 以 得 到 切 应力 沿 任 一 半径 的 变化 情况 ， 如 图 10. 11(b) 所 示 。 

3， 静 力学 方面 

由 于 在 槛 截面 任 一 直径 上 至 圆心 距离 相等 的 两 点 处 的 微 剪 力 rvdA 等 直 反 向 [图 10. 11 
(b)]， 因 此 整个 截面 上 的 微 前 力 的 合力 必 等 于 零 ， 合力 偶 矩 为 工 。 因 为 m 的 方向 垂直 于 半 
径 p， 所 以 微 前 力 mdA 对 圆心 的 力矩 为 pr,dA。 则 由 合力 矩 定理 可 得 











| predA =T (e) 
A 
将 式 (d) 代 入 式 (e) 中 得 
| ozdA =T 
A 
于 是 有 
本 吉 三 
人 (10-5) 


式 中 1=| pd, 为 仅 与 横 截 面 的 几何 尺寸 有 关 参 数 ， 称 为 横 截面 的 极 惯性 矩 。 将 式 (10 - 5) 
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代入 式 (d) 中 得 
c=1e (10 -6) 





I 
上 式 即 为 等 直 圆 杆 在 扭转 时 横 截面 上 任 一 点 处 切 应 力 的 计算 公式 。 此 式 表明 切 应 力 的 
大 小 与 该 截面 的 扭矩 成 正比 ， 与 极 惯性 矩 成 反比 ， 与 作用 点 离 圆 心 的 距离 成 正比 ， 且 最 大 
切 应 力 发 生 在 截面 的 边缘 。 





_Tr 
Tmx— 7 
六 入 二 
令 W, 二 守则 有 
to 一 克 - (10-7) 
式 中 ，W, 称 为 握 转 截面 系数 ， 单 位 为 mi 。 ,人 
求 得 最 大 切 应 力 后 ， 即 可 建立 强度 条 件 ~\ 
i -= 志 <[#) SS |}— (10 -8) 
[r] 为 扭转 许 用 切 应 力 ， 其 值 可 查 有 关 资 料 获得 材料 的 许 用 剪 应 力 [z] 与 许 用 正 


应 力 [o] 之 间 一 般 有 如 下 的 关系 。 > 站、 
对 于 钢材 : [rz]s(0. 5 一 0. 6)[o]; 《< A 
对 于 铸铁 ， [rj~(0. 8—1. 0) Fe \ 
式 中 [o] 是 抗 拉 许 用 应 力 。 1 SAN Ns 
应 当 注 意 ， 抗 扭 许 用 切 应 [ 态 值 与 上 一 让 的 名 多 这 用力 人 不 同 ， 因为 两 者 的 试验 
依据 不 同 。 XX 
下 面 为 圆 杆 的 极 惯性 矩 1 和 扭转 、， 
截面 系数 W，， 的 计算 方法 。 首先 在 圆 截 “到 
面 上 距离 圆 ， 心 为 p 处 取 厚度 为 dp 的 环 
形 面积 作为 面积 微 元 [图 10. 12 (a)]， 




















并 由 式 1 二 | caA 可 得 圆 堆 面 的 极 司 图 多 
性 矩 为 图 10. 12 
认 | eaa | -2xpdp -加 (10-9) 
扭转 截面 系数 为 
五 xD _ 
琴 二 尖 二 万 条 二 16 (10—10) 


同样 也 可 以 求 得 空心 圆 杆 的 极 惯性 矩 I, 和 扭转 截面 系数 多,， 设 空心 圆 截 面 的 内 、 外 
直径 分 别 为 4 和 DD [图 10.12(b)]， 其 比值 为 < 二 各、 则 有 























多 
2 3 区 ， 门 4 4 aD’ 4 
志 | dA 上 2m 和 p= 入 D' 一 d= 对- 一) (10-11) 
4 s 
WD Sa sy (10 -12) 














16D 16 


159 


) 





10. 7 空心 圆 杆 受 扭 时 横 截面 上 的 应 力 


通过 实心 圆 杆 横 截面 上 切 应 力 的 分 布 规律 可 知 ， 越 是 靠近 杆 轴 处 切 应 力 越 小 ， ee 
处 材料 的 强度 没有 得 到 充分 利用 。 若 将 这 部 分 材料 控 下 来 放 到 圆 杆 横 截 面 的 外 缘 形成 空 
圆 杆 ， 则 可 以 充分 发 挥 材料 的 作用 ， 提 高 材料 的 利用 率 (图 10. 13) 。 

由 于 平 截面 假设 同样 适用 于 空心 圆 杆 ， 因 此 切 应 力 计算 式 (10 - 6) 和 式 (10 -7) 也 适用 
于 空心 圆 杆 ， 只 是 公式 中 的 I, 和 W, 应 按 式 (10 -11) 和 式 (10 -12) 式 计算 。 

当 d/D=0.9 时 ， 可 按 薄 壁 圆 管 的 切 应 力 式 (10 - 2) 计算 ,误差 不 超过 5%。 为 工程 所 
允许 。 

例 10.2 实心 圆 和 截面 轴 工 和 空心 圆 截 面 轴 II [图 10. 14(a); fb] 的 材料 、 扭 转 力 偶 
矩 M. 和 长 度 ! 均 相同 ， 最 大 切 应 力也 相等 。 若 空心 圆 蕉 面 内 S .外 直径 之 比 为 a 二 0.8， 试 
求 空心 加 二 的 外 委 与 实心 四 稚 面 直径 之 比 及 两 灿 的 重量 比 ， 


Ye 一 






































图 10. x eh 


图 10. 14 


解 ; 设 实 让 地 加 直径 和 空 必 加 夫 面 册 、 外 直径 分 别 为 由 和 ds、 D, 
利用 最 大 切 应 力 相等 的 条 件 ， 先 求 比值 D,/d 。I、II 两 轴 横 截面 的 扭转 截面 系数 分 别 为 


分 别 代 入 式 (10 -8)， 分 别 得 到 两 轴 的 最 大 切 应 力 
二 全， 6 信 
Wh ndy 

和 人 

We xDi(l—a') 

以 a=0.8 和 TT 二 T, 一 M. 代入 以 上 两 式 ， 并 引用 已 知 条 件 mms 一 rm 可 得 
16T, _ 16T, 
nd xDi(l—a') 





Tl.max 





陋 ,人 太 王 ”二 
由 此 得 一 1. 194 
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由 于 两 轴 的 长 度 和 材料 均 相 同 ， 故 轴 开 比 轴 工 的 重量 比 等 于 其 横 截 面积 A, 和 A, 之 
比 ， 于 是 有 











Ei , 
4 DP: ds) Di(—e) 


a 








A:_ 2 2 
天 1.194(1=0;,.8°)=0, 512 


1 Fadi 


由 此 可 见 ， 在 最 大 切 应 力 相等 的 条 件 下 ， 空 心 圆 轴 的 自重 比 实心 圆 轴 轻 ， 即 比较 节省 材 
料 。 当 然 ， 在 设计 轴 时 还 应 全 面 地 考虑 加 工 等 因素 ,不 能 在 任何 情况 下 都 采用 空心 圆 轴 。 


| 10. 8 斜 截面 上 的 应 力 














YA 
10.6 和 10. 7 节 分 析 的 均 为 受 扭 圆 杆 横 截 面 上 的 切 应 力 分 布 情况 ， 结 论 为 模 截 面 周边 
各 点 处 的 切 应 力 最 大 ， 为 了 全 面 了 解 杆 内 的 应 力 情况 ， 有 必要 研究 这 些 点 处 斜 截面 上 的 应 
力 。 为 此 ， 在 圆 杆 的 表面 处 用 横 截 面 、 径 向 截面 以 及 与 裘 面 平行 的 面 截取 一 个 微小 的 正六 
面体 ， 称 为 单元 体 ， 其 所 受 应 力 情况 ， 如 图 10. 156@) 所 示 。 因 单元 体 前 后 两 面 上 无 任何 应 
力 ， 故 可 将 其 改 用 平面 图 表示 ， 如 图 10. 15(Cb) 所 示 % 


K 











图 10. 15 


图 5 中 的 ef 为 垂直 于 前 、 后 两 平面 的 任 一 斜 截面 ， 斜 截面 的 外 向 法 线 ， 与 zx 轴 间 的 
夹 角 为 <， 并 规定 从 zz 轴 到 截面 外 向 法 线 逆 时 针 转 动 时 a 为 正 值 ， 反 之 为 负 值 。 应 用 截面 
法 ， 取 左 侧 作 为 研究 对 象 分 析 其 平衡 条 件 [图 10. 15(c)]。 设 斜 截面 ef 的 面积 为 44， 则 
e6 面 和 0 太 面 的 面积 分 别 为 dAcosa 和 dAsina。 选 取 坐 标 轴 和 ”分别 与 斜 截 面 ef 平行 和 
垂直 ， 列 平衡 方程 
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/NN\ 
工程 力学 





。 odA+t(rdAcosa)sinat (r'dAsina)cosa=0 
HF:= tid Crddeom)eos Cr dadsino)etie=0 
由 切 应 和 "数值 相等 ， 经 整理 后 ， 可 得 任 一 斜 截 面 ef 上 的 正 
应 力 和 切 应 力 的 计算 公式 分 别 为 








0 一 一 rsin2a WO 一 
rs 一 rcos2a (10 一 14) 
这 就 是 纯 剪 切 单元 体 斜 截面 上 的 应 力 公式 ， 也 就 是 受 扭 杆 斜 截面 上 的 应 力 公式 。 公 式 
表明 ， 受 扭 杆 斜 截面 上 既 有 正 应 力 c.， 又 有 切 应 力 +。， 它 们 都 是 斜 角 a 的 函数 。 
由 式 (10-13) 可 知 ， 在 = 一 45 和 = 一 45" 两 个 斜 截面 上 的 正 应 力 达到 极 值 ， 分 别 为 





其 中 一 个 是 拉 应 力 ， 一 个 是 压 应 力 ， 其 绝对 什 均 等 于 _ 而 此 时 射 截面 上 的 切 应 力 均 
为 零 ， 如 图 10. 15(d) 所 示 。 AK I 
由 式 (10-14) 可 知 ,在 vc 一 0" 和 一 90” 网 个 顶风 上 的 切 应 为 达到 极 值 ， 分 别 为 





这 表明 原单 元 体 的 4 个 侧面 上 的 切 应 力 且 为 最 关 和 最 小 切 应 力 ， 它们 的 大 小 相等 ， 符 
号 相反 ， 而 此 时 截面 上 的 正 应 力 均 为 零 < “ 因 开 ，， 受 担 杆 件 模 截 面 上 的 切 应 力 就 是 所 有 鲜 夫 
面 中 的 最 大 者 。 NN 


在 圆 杆 的 扭转 试验 中 ， 像 低 六 稍 这 各 内 
抗 前 强度 低 于 抗 拉 强度 的 材料 “在 试 件 受 (ED C—O 
扭 达 到 破坏 时 ， 首先 从 小 玫 向 开始 沿 尖 禄 Vk 
截面 方向 剪断 [图 了 0. 16(a)]。 而 像 铸 铁 


这 种 抗 拉 强度 低 于 抚 筋 强度 的 材料 ， 它 的 证 CC 


试 件 在 受 扭 破坏 时 ， 是 由 杆 的 最 外 层 层 沿 与 > 
杆 轴线 约 成 45" 倾 角 的 螺旋 形 曲面 拉 断 的 
[图 10. 16(b)]。 国 "9:18 


| 10. 9 扭转 角 的 计算 . 刚度 条 件 


由 10.6 节 中 的 式 (a) 和 式 (10 -5) 
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对 于 截面 不 变 的 杆 来 说 ， 式 中 GI, 是 常数 ， 若 在 杆 长 ! 范 围 内 了 不 变 ， 则 可 将 上 式 两 


边 积 分 ， 得 
加 二 dtz= 本 | 
=| 二 GI 
即 
a 
9 一 区 (10-15) 


此 式 即 为 计算 扭转 角 的 公式 ， 式 中 G1, 称 为 杆 的 抗 扭 刚度 。 
由 于 杆 在 扭转 时 各 横 截 面 上 的 扭矩 可 能 并 不 相同 ， 且 杆 的 长 度 也 各 不 相同 ， 因 此 ， 在 工 
程 中 对 于 受 扭 杆 件 的 刚度 通常 用 相对 扭转 角 沿 杆 长 度 的 变化 率 ， 即 单位 长 度 扭转 角 0 来 度量 。 


0 一 林 <[ 由 入 (10-16) 


其 单位 为 rad/m， 以 上 计算 公式 都 只 通用 于 材料 在 线 绚 和 肖 内 的 等 四 夫 而 直入 ， 对 
于 非 等 圆 截面 直 杆 ， 由 于 截面 不 存在 极 对 称 性 ， 其 变 . 
形 和 截面 上 的 应 力 都 比较 复杂 ， 天 法 用 材料 力 学 并 下 
法 求解 ， 需 借助 于 弹性 力学 来 解决 这 些 问题 。“ 

例 10. 3 实心 贺 杆 在 B、C 此 点 受到 家 夫人 用 。 如 
图 10. 17 所 示 。Ms 王 1592N。m，Me 3 加 。a= 












300mm, 5 二 500mm。 轴 的 直径 d= Yomm, 材料 的 切 。 图 10.17 
NA 
变 模 量 G=80GPa。 试 计算 : -1 了 、》 v 2 
(1) 轴 内 最 大 切 应 力 ;- 人 .a 





ee XX/ 
解 。(1) 由 家 而 可 得 AB、BC 正骨 村 务 别 为 Tw 955N mT 一 一 637N mm 
网 有 大 到 力 必 丰 8 机 的 用。 A 


(2) pxc 的 计算 方法 有 两 种 ， 第 一 种 是 按 位 移 蚕 加 ， 即 逐 段 相对 扭转 角 相 加 ， 第 二 种 是 按 
各 荷载 单独 作用 产生 的 扭转 角 秋 加。 


























方法 1 pap ae 1. 52X10-arad 
80X10PaX 芒 多 (0.07m) 
pie 于! DTN Oa 1.69X10 3rad 
; 


80XX 10"PaxX 纺 X(0. 07m); 


由 于 B、C 相对 于 截面 A 的 相对 转动 分 别 与 扭转 力 偶 矩 Me、Me 的 转向 相同 ， 所 以 截 
面 C 相对 于 A 的 扭转 角 psc 为 
Jpac 一 Yac 一 pAB 一 1.7X10 ‘rad 


其 转向 与 扭转 力 偶 Me 相同 。 
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方法 2 力 偶 矩 Ms 、Me 单独 作用 于 杆 AC 时 ， 均 为 让 C 面相 对 于 A 面 产生 扭转 角 ， 
最 后 将 两 个 力 偶 矩 的 作用 进行 琶 加 。 
当 Me 单独 作用 时 









































ge 一 区 2 一 1592N eX 0 Sm 
7 80X10PaXX(0.07m)’ 
32 
当 Mc 单独 作用 时 
和 Meet 637N + mX (0.3+0. Dm _, 70x10-srad 
Ws 80X10’?PaX 志 X(0.07m)! 
32 
Ms 单独 作用 时 在 C 点 产生 的 扭转 角 ， 与 当 Me 单独 作用 时 在 C 点 产生 的 扭转 角 方 向 
相反 ， 因 此 ，C 点 的 扭转 角 pac 为 % 
pac=phc—gphc=1.7X10 rad «< 1K > 
ge 忆 
县 
本 章 小 : 让 
1 扭转 的 力学 模型 改作 


构件 特征 ， 构件 为 等 轩 夫 面 的 直 本 < 广 
受 力 特征 ， 外 力 偶 算 的 作用 面 与 丁 件 的 轴线 相 垂 直 : |、 
变形 特征 : 受 力 后 杆 件 表面 的 扫 向 线 变 成 量 旋 线 % 好 梓 件 任意 两 模 堆 面 线 杆 件 轴线 发 
生 相对 转动 。 WS 
和 NS 
采 共 面 法 求 得 及 村 伯 各 共 面 的 内 和 短工 的 符号 作 如 下 规定 ， 采 用 右手 如 放 
法 则 ， 用 四 指 表示 扭矩 的 转向 ， 大 拇指 的 指向 表示 扭矩 的 矢量 方向 矢量 方向 与 埠 面 的 外 
法 线 方向 相同 时 ， 该 扭矩 为 正 ， 反 之 为 负 。 绘 制 时 将 正 扭矩 绘制 于 杆 轴线 的 上 方 ， 负 卸 
绘制 于 村 轴线 的 下 方 。 若 为 竖 杆 则 将 正 拒 绘 于 一 个 ， 将 负担 生 绘制 于 另 一 侧 。 

3 功率、 转速 与 扭矩 之 问 的 关系 


p p 
M.=S0000P 9g550 £ 
27an n 

















4. 薄 壁 圆 简 的 扭转 

薄 壁 圆 简 : 圆 简 壁 厚 9 远 小 于 平均 半径 7,。 

横 截 面 上 的 切 应力 : 任 一 点 的 切 应 力 值 相等 、 方 向 与 圆 轴 相 切 ， 其 值 为 
入 


t= 二 一 一 


2A06 





式 中 A 二 wri 为 平均 半径 所 包围 的 面积 。 

相对 扭转 角 : 圆 简 两 横 截面 间 绕 简 相 对 转动 的 角度 。 

切 应 变 : 直角 的 改变 量 ， 记 为 y。 

切 应 力 双 生 互 等 定理 : 两 相互 垂直 平面 上 的 切 应 力 + 和 r' 数 值 相等 、 方 向 均 指向 (或 
背离 ) 该 两 平面 的 交 线 。 
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剪 切 胡 克 定律 : 在 切 应 力 不 超 过 材料 的 剪 切 比 例 极 限 情 况 下 ， 即 材料 处 于 线 弹 性 范围 
内 ，r 与 y 成 正比 关系 ， 即 r=GY。 

5. 等 直 圆 杆 扭转 时 的 应 力 和 强度 条 件 

切 应 力 分 布 规律 : 横 截 面 上 任 一 点 处 的 切 应 力 ， 其 方向 与 该 点 所 在 的 半径 相 垂直 ， 其 
数值 与 该 点 到 圆心 的 距离 成 正比 。 

切 应 力 公式 : 横 截面 上 距 圆 心 为 p 的 任 一 点 处 的 切 应 力 为 
Tp 
刁 
横 截面 上 的 最 大 切 应 力 发 生 在 横 截面 周边 的 各 点 处 ， 其 值 为 








t= 





























强度 条 件 : 圆 杆 横 截 面 上 的 最 大 切 应 力 不 和 A 
工 \ 





6 等 直 圆 杆 扭转 时 的 变形 和 刚度 条 件 AN 
扭转 变形 ， 轩 村 所 转 时 ， 任 意 两 机 截面 之 问 关 受 征 件 轴 线 的 相对 转角 ， 称 为 相对 捍 
转角 。 其 计算 公式 为 











单位 长 度 相 对 扭转 角 : 和 本 刘表 
4 Wr 
和 全 GK 
扭转 时 的 角 位 移 避 圆 杆 扭转 时 ， 任 一 ee 称 为 扭转 角 。 
刚度 条 件 Pi, 





0987-<[ 
思 考 题 








1， 薄 壁 圆 简 纯 扭转 时 ， 如 果 在 其 横 截 面 及 径 向 截面 上 存在 有 正 应 力 ， 那 么 取出 的 分 
离 体能 否 平衡 ? 

2. 图 10. 18 所 示 单 元 体 ， 已 知 右 侧面 上 有 与 y 方向 成 9 角 的 切 应 力 r， 试 根据 切 应 力 
互 等 定理 ， 画 出 其 他 面 上 的 切 应 力 。 

3. 由 实心 圆 杆 1 及 空心 圆 杆 2 组 成 的 受 扭 圆 轴 ， 如 图 10. 19 所 示 。 假 设 在 扭转 过 程 中 
两 杆 无 相对 滑动 ， 若 (a) 两 杆 材料 相同 ， 即 G 一 G:; (b) 两 杆 材料 不 同 ，G 一 2G: ， 试 绘 出 
横 截 面 上 切 应 力 沿 水 平 直径 的 变化 情况 。 

4. 长 为 /、 直 径 为 a 的 两 根 由 不 同 材料 制 成 的 圆 轴 ， 在 其 两 端 作用 相同 的 扭转 力 偶 矩 
M.， 试问 : 

51) 最 大 切 应 力 re 是 否 相同 ? 为 什么 ? 
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图 10. 18 





子 , 主动 轮 上 [输入 的 功率 为 60kW， 从 动 轮 RNIE N、V 依次 输出 12kW、22kW、 
18kW 和 8kW。 试 作 轴 的 扭矩 图 。 , A 

10 -2 如 图 10.21 所 示 ， 一 针 探 机 的 起 为 10kW， 转速 二 180r/min。 钴 杆 钻 人 土 
层 的 深度 :一 40m。 如 土壤 对 钻 杆 的 了 可 看 作 是 均匀 分 的 力 人 试 求 分 布 力 偶 的 集 度 
m， 并 作 钻 杆 的 扭矩 图 。 IN wo 




















vv 





图 10.21 








10-3 图 10.22 所 示 薄 壁 圆 管 ， 受 力 偶 矩 M. 二 1000N， m 的 作用 。 已 知 ， 圆 管 外 径 
D=80mm， 内 径 d=72mm。 试 求 横 截 面 上 的 切 应 力 。 

10 -4 图 10.23 所 示 一 齿轮 传动 轴 ， 传 递 力 偶 矩 M. 二 10kN，m， 轴 的 直径 4 一 80mm。 
试 求 轴 的 最 大 切 应 力 。 


图 10. 22 图 10. 23 
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10 -5 如 图 10.24 所 示 , 为 圆 杆 横 截 面 上 的 扭矩 ， 试 画 出 截面 上 与 了 对 应 的 切 应 
力 分 布 图 。 





(ay b) ©) 
图 10. 24 


10 -6 如 图 10.25 所 示 ， 实 心 圆 轴 的 直径 d 一 100mm， 长 /二 lm， 其 两 端 所 受 外 力 偶 
和 矩 M.=14kN。m， 材 料 的 切 变 模 量 G 二 80GPa。 试 求 : 2 

(1) 最 大 切 应 力 及 两 端 截 面 间 的 相对 扭转 角 ; * 

(2) 图 示 截 面 上 A、B、C 3 点 处 切 应 力 的 数值 及 方向 污 

(3) C 点 处 的 切 应 变 。 , 六 + 

10 -7 发 电量 为 15000kW 的 水 轮机 主轴 如 图 10.26 所 示 。D=550mm，4d== 300mm， 
正常 转速 n= 二 250r/min。 材 料 的 许 用 切 应 力 [rd S60MPa, 试 校 核 水 轮机 主轴 的 强度 。 


\ 


\ 












图 10. 25 


10 -8 直径 .一 50mm 的 等 圆 和 截面 直 杆 ， 在 自由 端 截 
面 上 承受 外 力 偶 矩 M. 二 6kN， m， 而 在 圆 杆 表面 上 的 A 点 
将 移动 到 Ai 点 ，AA 的 圆 弧 长 度 为 As 二 3mm， 如 图 10.27 4 
所 示 。 圆 杆 材料 的 弹性 模 量 下 一 210GPa， 试 求 泊 松 比 w。 

10-9 ”直径 4 二 25mm 的 钢 圆 杆 ， 受 轴 向 拉力 
60kN 作用 时 ,在 标 距 为 200mm 的 长 度 内 伸 长 了 
0. 113mm。 当 其 承受 一 对 扭 外 力 偶 M. 二 0.2 kN . m 时 ,在 标 距 为 200mm 的 长 度 内 相对 扭 
转 了 0.732" 的 角度 。 试 求 钢材 的 弹性 常数 EE、G 和 。 

10-10 图 10.28 所 示 等 直 圆 杆 ， 已 知 外 力 偶 窍 MA 一 2. 99kN。m，Me 一 7.20kN，m， 
Me 一 4. 21kN。m， 许 用 切 应 力 [rj 二 70MPa， 许可 单位 长 度 扭转 角 [yg'] 二 1"/m， 切 变 模 量 
G 一 80GPa。 试 确定 该 轴 的 直径 d。 

10-11 如 图 10.29 所 示 阶 梯形 圆 杆 ，AE 段位 空心 ， 外 径 卫 =140mm， 内 径 4 一 
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100mm; BC 段 为 实心 , 直径 4d 王 100mm。 外 力 偶 矩 MA 王 18kKN。m，M 王 32kN，m，Mc 一 
14kN。m。 已 知 : [dj 二 80MPa， [gq] 二 1.2”/m，G 二 80GPa。 试 校 核 该 轴 的 强度 和 刚度 。 


Ms yc 








0 
1.0m 0.5m 
图 10. 28 图 10.29 


10-12 图 10.30 所 示 一 圆 截 面 杆 ， 左 端 固定 ， 右 端 自 由 ， 在 全 长 范围 内 受 均 布 力 偶 
和 矩 作用 ， 其 集 度 为 ms， 材料 的 切 变 模 量 为 G， 截 面 的 极 惯性 矩 为 环 ， 杆 长 为 !。 试 求 自由 





端的 扭转 角 gw。 
0-13 如 





的 作用 ， 许 用 切 应 力 [zj=70MPa( 图 中 单位 : mmy) 。 
(1) 求 许可 的 M.。 \ 
(2) 若 G 一 80GPa， 求 上 端 对 下 端的 相对 扭转 角 。 SS 六 

0-14 图 10.32 所 示 一 圆锥 形 杆 AB， 受 为 得 拒 以 作用 ， 杆 长 为 /， 两 端 截面 的 直 








径 分 别 为 di 和 





图 10. 31 所 示 钼 头 横 截 面 直径 为 20mm， i m(N*» mm) 








ds=1.2di， 材料 的 切 变 模 量 为 G。 试 试 求 : 


(1) 截面 A 相对 B 的 扭转 角 pas;、 


(2) 若 按 平均 直径 的 等 相生 计算 所 转 用 误差 等 于 多 少 ? 
xX 
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第 们 过 
弯曲 内 力 


【教学 目标 】 

本 章 主 要 介绍 梁 在 平面 谊 曲 情况 下 的 内 力 计算 方 法 及 内 力图 的 绘制 。 

【学 习 要 求 】 

了 解 受 克 杆 件 简化 方法 ， 掌 握 梁 的 内 力 计算 方法 ， 熟练 绘制 前 力图 、 兹 答 图 ， 掌 握 荷 
载 集 度 、 剪 力 、 弯 矩 间 的 关系 并 用 于 绘制 剪 力 、 弯 和 矩 图 ， 了 解 登 如 法 做 内 力图 。 


| 11.1 工程 实际 中 的 宪 曲 问题 


工厂 车 间 里 的 桥 式 起 重 机 的 大 梁 承 受 自 重 和 它 所 起 吊 重 物 的 重力 ， 如 图 11.1 所 示 ; 
机 车 车 厢 的 轮轴 承受 车 厢 的 压力 和 钢轨 前 约束 力 ， 如 图 11.2 所 示 ; 汽轮机 叶片 承受 高 压 
高 速 蒸汽 的 作用 ， 如 图 11. 3 所 示 六 造纸 机 上 的 压榨 辊 受到 轧 制 压力 的 作用 ， 如 图 11.4 所 
示 。 这 些 构件 ( 杆 件 ) 的 受 力 和 变形 特点 是 : 在 力 偶 或 垂直 于 轴线 的 横向 力作 用 下 ， 原 为 直 
线 的 轴线 弯 成 了 曲线 ,构件 的 这 种 变形 称 为 弯曲 变形 工程 中 ， 凡 是 以 弯曲 变形 为 主 的 构 
件 通 常 称 为 梁 。 i 








\ F F 
四 一 
@) 四 
中 F 
人 ) 
图 11.1 图 11.2 





工程 中 常用 的 梁 的 横 截面 都 至 少 有 一 根 对 称 轴 ， 如 图 11.5 所 示 的 截面 。 对 称 轴 与 梁 
轴线 所 组 成 的 平面 称 为 纵向 对 称 面 ， 如 图 11.6 所 示 的 阴影 面 。 如 果 外 力 位 于 该 平面 内 ， 
则 梁 的 轴线 将 在 这 个 纵向 对 称 面 内 弯曲 成 一 条 平面 曲线 . 这 种 弯曲 称 为 平面 弯曲 。 平 面 弯 
曲 是 最 基本 、 最 简单 的 ， 也 是 工程 中 最 常见 到 的 一 种 弯曲 形式 .也 称 为 对 称 弯 曲 。 本 章 只 
对 平面 弯曲 的 内 力 进行 研究 。 
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纵 对 称 面 





图 11.6 


| 11. 2 梁 的 荷载 和 支 座 反 力 


梁 的 荷载 和 支 座 有 各 种 情况 ， 比 较 复杂 ， 
荷载 及 支 座 的 简化 分 别 进行 讨论 。 
1. 荷载 的 简化 


必须 作 一 些 简化 才能 得 出 计算 简 图 。 下 面 就 


作用 在 梁 上 的 外 力 ， 是 各 种 各 样 的 ， 经 简化 和 抽象 归纳 起 来 可 分 为 集中 力 [图 11.7 
(a)]、 集 中 力 偶 [图 11.7(b)] 和 分 布 力 [图 11.7(c)、(d)]。 
当 外 力作 用 的 范围 远 小 于 梁 轴线 长 度 时 ,可 将 外 力 看 做 是 作用 于 一 点 处 的 集 


























如 火车 车 轮 对 钢轨 的 压力 [图 11.2(b)] 等 
大 梁 承 受 自重 [图 11. 1(b)]， 造纸 机 上 的 
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; 若 外 力 的 作用 在 一 定 范围 内 ， 如 起 村 





中 力 ， 
生机 的 





压榨 辊 受到 轧 制 压力 的 作用 [图 11.3(b)] 
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等 ,这 些 外 力 都 是 沿 着 梁 轴线 方向 分 布 的， 其 分 布 范围 与 梁 的 轴 向 长 度 是 同一 数量 级 ， 
故 不 能 简化 成 集中 力 ， 而 必须 抽象 为 分 布 力 。 分 布 力 又 可 分 为 均匀 分 布 和 任意 函数 分 
布 ,工程 中 最 常见 的 是 均匀 分 布 和 线性 分 布 。 分 布 力 的 集 度 g 常用 单位 是 牛顿 / 米 (N/ 
m) 或 千 牛 顿 / 米 (kN/m)。 





FI Ps 
[|| ， 
i A ,一 
凶 集中 荷载 中 ) 集中 力 偶 人 @) 均 布 荷载 介 ) 线性 分 布 荷载 
图 11.7 
2， 支 座 的 简化 AN 


梁 支 座 的 形式 虽然 各 不 相同 ， 但 根据 它 所 能 提供 的 约 来 4 可 简 化 为 以 下 3 种 由 到 
类 型 。 

(1) 可 动 铵 支 座 。 这 种 支 座 的 简化 图 如 图 1 (了 启示， 它 只 能 阻止 在 支 座 处 的 截 
ee 但 不 能 阻止 其 沿 纵向 地 流向 征地 转动 。 因此 ， 这 种 支 座 对 

只 有 一 个 约束 ， 人 放风 同居 第 有 下 反 力 [图 11.8(d)]， 其 作用 线 垂直 于 梁 
pe 

(2) 固定 贸 支 座 。 这 种 支 认 的 信人 图 轴 11.8(b) 所 示 。 它 能 阻止 在 支 座 处 的 截面 沿 
梁 的 纵向 和 横向 地 移动 ， 但 不 能 隧 让 其 绕 横向 轴 地 转动 商 此 ， 这 种 支 座 对 梁 有 两 个 约 
束 ， 相 应 的 可 能 有 沿 梁 纵向 和 横向 的 两 个 支 反 力 [图 TI gCe)]. 

(3) 固定 端 。 这 种 支 你 的 简化 图 如 图 hs 8&fej 所 示 。 它 使 梁 在 该 端的 截面 既 不 能 作 任 
何 移动 又 不 能 作 转 动人 因此 ， 这 种 支 座 对 粱 有 三 个 约束 ， 相应 的 可 能 有 3 个 支 反 力 ， 即 沿 
时 纵向 和 和 村 向 的 两 个 支 反 力 和 一 个 支 反 力 个 [图 11. 8(f)]。 


要 1 A 1 条 一 一 + 














[a ¢) © 
fi di 
全 © @ 

11.8 


3, 静 定 梁 的 基本 形式 


由 上 述 可 知 ， 如 果 梁 具有 一 个 固定 端 ， 或 者 有 一 个 固定 铵 支 座 和 一 个 可 动 铵 支 座 ， 则 
可 以 保证 梁 在 载荷 作用 下 不 至 发 生 整体 运动 而 处 于 平衡 状态 。 此 时 ， 梁 将 可 能 有 3 个 支 反 
力 。 由 于 荷载 和 各 支 反 力 构成 平面 力 系 ， 故 3 个 支 反 力 可 用 平面 一 般 力 系 的 3 个 静 力 平衡 
方程 求 出 ， 这 种 梁 称 为 静 定 梁 。 常 见 的 静 力 梁 如 图 11. 9(a)、(b)、(c) 所 示 ， 它 们 分 别称 
为 简 支 粱 、 外 伸 梁 和 悬臂 梁 。 

有 时 为 了 改善 梁 的 强度 和 刚度 的 需要 ， 可 设置 较 多 的 支 座 [图 11.9(d) 、(e)]， 于 是 
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) 








Ss Hr 


中) © 


图 11.9 


支 反 力 的 数目 超过 了 3 个 ， 这 样 就 不 能 单 途 静 力 平衡 方程 来 求 出 全 部 支 反 力 ， 这 种 梁 称 为 
超 静 定 梁 。 求 解 这 类 梁 的 支 反 力 时 ,需要 考虑 梁 的 变形 ， 建 立 变形 协调 方程 。 

梁 在 两 支 座 之 间 的 部 分 称 为 跨 ， 其 长 度 称 为 梁 的 跨度 。 

将 实际 的 粱 、 梁 上 载荷 及 支 座 简化 以 后 ， 就 得 到 染 的 计算 简 图 》、 在 作出 梁 的 计算 简 图 
后 ， 即 可 按 平衡 方程 计算 梁 的 支 反 力 。 SAA \ 


AASNN 


| 11. 3 梁 的 内 力 及 其 求法 

梁 在 外 力作 用 下 ， 其 各 部 分 之 间 将 关 生 互相 作用 的 内 力 。 为 了 研究 梁 的 应 力 和 变形 ， 
首先 要 从 已 知 的 外 力求 出 当 醒 检 珊 sO 放 。 现 以 受 集中 载 共 作 用 的 简 支 梁 ( 图 11.1) 为 
例 ， 来 说 明 梁 在 外 力作 用 下 所 产生 的 度 力 和 内 力 的 计算 

为 了 分 析 内 力 ， A 和 Fs,， 其 指向 如 图 11. 10 
(a) 所 示 。 

计算 粱 的 内 力 时 人 例如 在 下 帘 太 座 人为 = 的 模 概 面 -m 上 的 内 力 
对 ， 应 沿 该 窒 面 信息 是 将 梁 蕉 分 成 两 部 分 拭 图 11. 10(b)， (c)]， 现 首先 研究 左 段 梁 
[图 11.10(b) 小 的 平衡 。 因 为 此 上 段 梁 上 有 向 证 的 外 力 Fs,， 故 在 截面 m -m 内 必 有 铬 垂 向 
下 的 内 力 Fs [图 11. 10(b)]。 由 平衡 方程 

ZF,=0, Fn,,—Fs=0 























得 FFs 一 Fwv 

Fs 称 为 横 截面 m -m 上 的 剪 力 ， 它 是 与 横 截 面 

相 切 的 分 布 内 力 系 的 合力 。 由 于 剪 力 Fs 与 外 力 忆 
F\, 构 成 力 偶 ， 显 然 ， 为 了 使 此 梁 段 不 发 生 整 体 
转动 而 保持 平衡 ， 在 截面 冯 - 上 必然 还 有 一 

个 内 力 偶 M [图 11.10(b)]。 此 内 力 偶 的 矩 也 

用 M 表示 ,以 截面 mm 的 形 心 C 为 矩 心 由 平 

衡 方程 











©) 


EMc=0, M 一 Fw,z 一 0 
得 M 一 下 A,z 
由 作用 力 与 反作用 力 原理 可 知 ， 右 段 梁 的 “所 
截面 m -m 上 必然 同时 存在 有 剪 力 和 弯 矩 ， 其 
数值 与 前 述 的 相同 ， 而 前 力 的 指向 和 弯 矩 的 转 
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向 则 与 左 段 梁 的 相反 [图 11. 10(c)]。 这 一 结论 也 可 从 右 段 梁 的 平衡 方程 得 到 。 

为 了 使 从 截 开 后 的 两 段 梁 所 求 得 的 同一 横 截 面 上 的 剪 力 和 弯 矩 各 自 具 有 相同 的 正 负 
号 ， 把 前 力 和 弯 和 矩 的 符号 规则 与 梁 的 变形 联系 起 来 。 为 此 ， 在 横 截 面 mx -m [图 11.10 
(a)] 处 取出 长 为 dz 的 微 段 (图 11. 11) ， 作 这 样 的 规定 : 剪 力 以 使 微 段 发 生 左 端 向 上 和 右 
端 向 下 的 相对 错 动 时 为 正 ; 或 使 微 段 硕 时 针 方 向 转动 的 剪 力 为 正 [图 11. 11(a)]， 反 之 为 
负 [ 图 11.11(b)]; 弯 矩 以 使 微 段 发 生 上 四 下 凸 的 弯曲 时 为 正 ; 或 使 粱 的 上 表面 纤维 受 压 
时 的 弯 矩 为 正 [图 11. 11(c)]， 反 之 为 负 [图 11.11(d)]。 按 照 上 述 规定 ,图 11.10(b)、 
(c) 中 所 示 的 前 力 和 弯 矩 都 是 正 的 。 


OD I 






























ES 和 EN 外 负 号 柯 失 





CMV 图 11.11 ve 

按 上 述 关于 符号 的 规定 > 任意 截面 上 的 剪 力 和 弯 甜 ， 无 论 根据 这 个 截面 左 侧 或 右 侧 的 
外 力 来 计算 ， 所 得 结果 的 数值 和 符号 部 是 一 样 的 ,另外 ”还 可 以 得 到 下 述 两 个 规律 。 

Q) 截面 上 的 前 力 ,在 数值 上 等 于 作用 在 此 截面 任 一 侧 ( 左 侧 或 右 侧 ) 梁 上 所 有 外 力 
在 y 轴 上 投影 的 代数 和 De 

(2) 横 截 面 上 放 乍 ， 在 数值 上 等 于 作用 在 此 截面 任 一 侧 ( 左 侧 或 右 侧 ) 梁 上 所 有 外 力 对 
该 截面 形 心力 匈 的 代数 和 。 

为 了 使 所 求 得 的 剪 力 和 计算 的 符号 符合 前 述 规定 ， 按 此 规律 列 剪 力 计算 式 时 ， 凡 截面 左 
侧 梁 上 所 有 向 上 的 外 力 ， 或 截面 右 侧 梁 上 所 有 向 下 的 外 力 ， 都 将 产生 正 的 剪 力 ， 故 均 取 正 
号 ， 反 之 为 负 。 在 列 弯 矩 计算 式 时 ， 凡 截面 左 侧 梁 上 外 力 对 截面 形 心 之 矩 为 顺 时 针 转 向 ,或 
截面 右 侧 梁 上 外 力 对 截面 形 心 之 矩 为 道 时 针 转向 ， 都 将 产生 正 的 村 矩 ， 故 均 取 正 号 ， 反 之 为 
负 。 这 个 规则 可 以 概括 为 “左上 右 下 ， 剪 力 为 


正 ， 左 顺 右 着 ， 弯 矩 为 正 ”的 口诀 。 4 cc B rer 

利用 上 述 规律 ， 在 求 弯曲 内 力 时 ， 可 不 Rl 二 x 
再 列 出 平衡 方程 ， 而 是 直接 根据 截面 左 侧 或 | 。 mo | hr | 
右 侧 粱 上 的 外 力 来 确定 横 截 面 上 的 剪 力 和 弯 





























和 矩 ， 从 而 简化 的 求 内 力 的 计算 步骤 。 bn 

例 11.1 如 图 11.12 所 示 ， 外 伸 染 桥 受 Er 
集中 力 偶 va* 和 均 布 荷载 4 作用 。 试 求 C 截面 Fs 
上 的 前 力 和 弯 矩 。 忆 

解 : (1) 计算 支 座 反 力 。 选 梁 整 体 为 研究 11.12 
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对 象 ， 由 平衡 方程 











EMs=0, da: 一 FA2a 二 oo 0 
得 RA 一 工 oa 
4 
ZF,=0, FA 十 Fe 一 ga 一 0 
3 
得 Fs= Taa 


(2) 计算 C 截面 上 的 剪 力 和 弯 矩 
假想 在 C 截面 截 开 ， 取 左 梁 段 为 研究 对 象 ， 根 据 左 梁 段 上 的 外 力 ， 可 直接 求 得 


Fw 一 一 a 











A 
Me 一 一 go 十 Fa et TK 


[iL4 内 为 面 


前 面 研究 了 求解 梁 任 一 横 截 面 上 内 为 的 方法 ， 一 般 情况 下 梁 横 截面 上 的 前 力 和 普 矩 是 
随 着 横 截 面 的 位 置 变化 的 。 若 模 蕉 面 位 置 用 沿 梁 轴 线 的 坐标 表示 ， 则 梁 各 个 模 蕉 面 上 前 
力 和 弯 矩 可 以 表示 为 坐标 的 两 数 即 2 

> 1 ~ Fs=Fs (x), A Xx 
XxX”  M-M@ XT 

上 述 二 起 分 别称 为 前 为 方程 和 过 称 方 程 。 为 了 全 面 了 解 前 力 和 过 乍 沿 着 梁 轴 线 的 变化 
情况 ， 可 根据 前 力 方程 和 过 乍 方程 ， 用 曲线 把 它们 表示 出 来 。z 坐标 表示 横 截 面 的 位 置 ， 
剪 力 Fs 值 或 普 逢 . 屠 值 为 纵 坐 标 ， 所 得 图 形 分 别称 为 前 力图 和 弯 逢 图 

根据 前 力图 和 弯 矩 图 ， 可 以 很 直观 地 找 出 梁 内 最 大 
前 力 和 最 大 弯 矩 所 在 的 横 截面 及 数值 ， 从 而 可 以 进行 梁 
的 强度 分 析 和 计算 。 

例 11.2 图 11.13(a) 所 示 为 一 简 支 梁 , 在 C 点 处 
受 集中 力 正 作用 。 作 此 梁 的 剪 力图 和 弯 矩 图 。 

解 : (1) 计算 支 座 反 力 。 考 虑 梁 的 整体 平衡 ， 根 据 
平衡 方程 了 Ms 一 0， 得 





















































_E 
FA 一 了 
再 由 HM =0， 得 
互 = 学 
(2) 列 出 剪 力 方程 秋 矩 方程。 (| 
外 力 下 将 梁 分 成 AC 和 BC 两 段 ， 梁 在 该 两 段 内 的 
内 力 是 不 同 的 。 因此， 梁 的 剪 力 和 弯 矩 不 能 用 同一 方程 ee 
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式 来 表示 ， 应 分 段 列 出 。 














AC 段 ， 
Fs(z) 一 F\ 一 名 (0<z<a) (2) 
M(x) = (0<zr<a) (b) 
BC 有 段 ， 
F(x)=Fa—F= 池 ~F 一 一 学 (a<zr<D) (©) 
M(x)=Faz—F(zx—a) Pe: F(zx—a) 至 ( 2) (ao<z<0) (d) 


(3) 绘制 前 力图 和 弯 矩 图 。 

由 式 (a) 、(e) 可 知 ， 前 力 是 常数 ， 因 此 ，AC 和 BC ae 条 平行 于 坐标 铀 
的 水 平 线 ， 如 图 11. 13(b) 所 示 。 

由 式 (b)、(d) 可 知 ， 弯 矩 图 为 直线 方程 ， 因此 ? eBC 段 的 栖 算 图 是 一 条 斜 直线 ， 


AC 段 : 在 z=0 处 ，MA\=0; 在 z=a ,Ke 一 








BC 段 : 在 zx=a 处 ，M.= =£e, KF Ms=0。 
弯 矩 图 如 图 11. 13(c) 所 示 。 XxX Ed| 
从 整个 梁 的 肖 力 图 条 短 图 可 以 看 出 ， 当 a>b 时 ， 潍 的 最 大 前 力 Fsw 二 一 发 生 在 


BC 段 ， Mw 一 他 ， pe 


例 11.3 过 葬 受 集 度 为 4 的 均 布 哉 荷 在 用 ， 如 q 
图 11. 14(a) 月 ne md 方程 ， 并 作 
出 梁 的 剪 力图 和 弯 矩 图 。 

解 : (1) 求 支 座 反 力 。 

根据 梁 的 对 称 关 系 ， 可 知 两 个 支 座 反 力 相 等 ， 即 


乙己 一 二 史 


(2) 列 前 力 方程 和 弯 矩 方程 。 
任 取 一 距 A 为 xz 的 截面 ， 则 

















Fs(z)=Fa gr= 计 da (0<z<D (a) 
M(z)=Faz— 六 a 一 到 oz 一 二 0 (CO<z<D (b) x 


(3) 作 剪 力图 和 弯 矩 图 。 


根据 式 (a) 可 知 ， 剪 力 方 程 为 一 直线 方程 ， 计 算 两 点 1 和 
的 值 即 可 作出 剪 力 图 。 即 © 
| 
z=0, 天 一 二 94; 11.14 
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1 
z=l, Fs=—zq 


前 力图 如 图 11. 14(b) 所 示 。 
根据 式 (b) 可 知 ， 弯 和 矩 方 程 为 一 抛物 线 方程 ， 需 计算 出 3 个 主要 点 的 值 。 即 
一 0， M=0; 
z=l, M=0; 





1 下 寺 
2 MO 


用 光滑 曲线 连接 各 点 ， 弯 和 矩 图 如 图 11. 14(c) 所 示 。 
(4) 求 Fsww 和 Ms。 
由 前 力图 和 弯 矩 图 可 知 ， 在 接近 A、 两 个 支 座 的 两 端面 上 有 Fsws， 其 绝对 值 为 








| 下 | ， 式 Gby 表明， 硒 矩 是 * 的 二 次 函数 ， 欲 求 灾 拓 
的 最 大 值 ， 可 根据 高 等 数学 求 极 值 的 方法 ， 得 、 《0 
dMitz} 1 = > 2 
a = qr=0 | 人 人] PF 


从 而 求 得 z = 去! 处 弯 矩 有 极 值 ， pe 


alt 其 对 应 应 截面 上 的 盟 力 及 -oO- 


例 11.4 一 简 支 梁 桥 受到 集 让 为 得 M, 作用 ， 如 。 

图 11. 15(a) 所 示 。 斌 作 此 江 的 前 力图 和 宁 失 图 ， 下 

[Fs | mx 和 | M | on > ' 
解 ，(1) 求 支 座 反 力 

根据 平衡 ei Er 


FON ), 和 Fs= 一 耻 ( 4) 于 


由 平面 力 偶 系 的 平衡 条 件 可 知 ， 两 个 支 座 反 力 必 构 
成 一 个 反 向 力 偶 与 原 集中 力 偶 平衡 ， 由 此 也 可 得 F、 和 a 
Fs 大 小 相等 ， 但 方向 相反 。 
(2) 列 出 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 。 
因为 梁 上 只 作用 一 个 力 偶 ， 而 力 偶 在 任何 方向 的 投影 缘 为 零 ， 故 无 论 哪个 截面 上 的 前 
力 都 只 能 由 FF 或 Fv 来 计算 。 全 梁 只 有 一 个 剪 力 方程 ， 即 














Fs (x)= (0<z<D) 





因为 集中 力 偶 在 AC 和 BC 段 引起 的 弯 和 矩 不 同 因此 ， 弯 矩 方 程 必 须 分 段 列 出 
AC 段 : M(z) 一 FAz 一 多 和 (0 委 z<a) 








BC 段 : M(z) 一 FAz 一 ML 一 2 一 M。 (a<z 委 /) 
(3) 作 剪 力图 和 弯 和 矩 图 。 


176 


第 11 韶 弯曲 内 力 














由 甬 力 方程 可 知 ， 全 梁 剪 力 为 常数 ， 即 羽 一心 当 4AC 段 和 BC 段 的 弯 和 矩 方程 可 知 ， 
两 段 梁 的 弯 矩 图 都 为 斜 直线 

AC 段 : z=0,， M=0; z=a, M Ys, 

BC 段 : z=a， M=—Y% 

由 图 10. 15 (b) 可 知 ，Fs。。 -和 ， 由 图 11.15 (c) 可 知 ， 当 a<b 时， |M| ws 一 多 ee， 


位 于 C 截面 稍 右 的 截面 上 。 ly 在 集中 力 偶 作 用 的 截面 
弯 矩 值 发 生 的 突变 ， 突 变 值 等 于 外 力 偶 窍 M. 。 


| 11. 5 恋 算 、 剪 力 、 闪 寺 人 度 问 的 关系 


在 例 11.3 中 ， 若 将 棍 抵 方程 M(z) 对 工 求 导数 ， i 若 再 将 忆 
Co 对 了 工 求 时 数 ， 则 得 到 分 布 载 茶 集 度 。 实 际 上 在 究 布 载荷 集 度 、 剪 力 和 硒 矩 之 问 存在 
着 一 个 普 记 的 微分 关系 ， 利 用 这 种 关系 ,可 以 很 方便 地 绘制 或 校 核 力 图 和 过 短 图 。 
11.5.1 和 荷载 集 度 、 前 力 和 这 是 间 的 做 分 关系 


| 


现 以 简 支 梁 左 端 为 坐标 原 避 选取 坐标 系 ， 如 图 QI6(a) 所 示 。 梁 上 分 布 载荷 集 度 " 是 
xz 的 连续 函数 ， 并 规定 方向 向 上 为 正 。 在 分 布 载荷 作用 
段 任 一 截面 处 截取 微 段 梁 dz 进行 讨论 ， 因 为 d 放 很 微小 ， 
故 可 视 其 上 的 分 布 载荷 为 均匀 ， 微 段 的 受 力 如 图 11. 16 


9 


























(b) 所 示 。 考 虑 微 段 的 平衡 ， 有 区 
EF,=0, Fstgdz— (Fs+dFs)=0 Rs Ee 
整理 后 得 
dFs a 
9 Hy ee HTT M+tan 
再 取 微 段 梁 右 端面 形 心 为 矩 心 ， 由 平 街 方程 (| ， 
SM,=0, —M—Fsdz— 吉 gq(dz)’+ (M+dM) =0 
六 
略 去 二 阶 微量 后 得 到 
dM | 
Fs (11-2) 0 
将 式 (11-2) 再 对 工 求 一 次 导数 ， 并 考虑 式 (11 - 1) 11. 16 
可 得 
dM_dFs 
人 一 til= 


以 上 3 式 就 是 梁 任 一 截面 上 的 荷载 集 度 、 剪 力 和 弯 矩 间 的 微分 关系 。 
177 





11.5.2 用 荷载 集 度 、 剪 力 和 弯 窍 间 的 微分 关系 绘制 剪 力 图 和 弯 矩 图 


利用 式 (11 -1)~ 式 (11 -3)， 结合 梁 上 载荷 的 具体 情况 ， 可 以 得 出 关于 前 力图 和 弯 和 矩 
图 的 变化 规律 ， 依 据 这 些 规 律 可 以 更 简捷 地 绘制 或 校 核 前 力图 和 弯 矩 图 。 


9 一 0 一 0 可知， 在 这 一 段 梁 内 = 党 





数 ， 即 前 力图 必然 是 平行 于 zz 轴 的 直线 ， 如 图 11.13(b)、 图 11.15(b) 所 示 。 又 由 9 一 














和 一 g 一 0 可 知 ，M 是 的 一 次 函数 ， 守 年 图 是 斜 直线 ， 如 图 11. 13(c)、 图 11. 15 (人 所 示 。 
(2) 若 在 梁 的 某 一 段 内 作用 均 布 载 洽 ， 即 4 一 常数 ， 则 和 M 汪 SEs 一 4 一 常数 。 故 在 这 


一 段 梁 内 Fs 是 xz 的 一 次 函数 ,而 M 是 z 的 二 次 函数 ， 因而 新 为 图 吓 名 直 9 线 ， 弯 和 矩 图 是 二 
次 抛物 线 ， 如 图 11. 14(b)、(c) 所 示 。 YA 

若 在 梁 的 某 一 段 内 ， 分 布 载荷 方向 向 上 ， mE 则 对 应 的 弯 矩 图 向 上 
凸 ， ， 分 布 载荷 方向 向 下 ， 则 放 矩 图 向 下 而。 "如 图 11. 14(c) 所 示 。 

(3) 若 在 梁 的 某 一 截面 上 Fs 二 0， 二 AMF =0, 则 对 应 的 弯 矩 图 的 斜率 为 零 ， 在 这 
一 截面 上 过 答 有 极 值 ， 例 如 在 Ey 中 ， 中 本 中 二 上 0 Fs 一 0， 普 矩 为 最 大 
值 Mu 一 二 9P。 和 

CD 在 集中 力作 用 不 前 力 Fs 有 一 灾变 ( 沪 多 化 负数 什 等 于 集中 力 )， 因而 对 应 截面 

人 出 现 了 转折 点 如 图 11. 13(c) 所 示 。 

在 集中 访 伪 作用 处 ， 应 截面 的 弯 矩 图 将 发 生 突变 ， 突 变 值 即 等 于 力 偶 矩 的 大 小 ， 
图 11. 15(Cc) 所 示 ,。 

(5) | M|。 不 但 可 能 发 生 在 Fs 二 0 的 截面 上 ， 也 有 可 能 发 生 在 集中 力作 用 处 [11. 13(c)]， 
或 集中 力 偶 作用 处 [11.15(c)]。 所 以 , 在 求 |M|, 时， 应 考虑 上 述 几 种 可 能 性 。 

将 上 述 的 均 布 荷载 、 剪 力 和 弯 矩 之 间 的 关系 以 及 剪 力 图、 弯 矩 图 的 一 些 特 征 汇总 整理 
为 表 11 -1， 以 供 参 考 。 











表 11-1 直 梁 内 力图 的 形状 特征 
梁 上 情况 | 无 荷载 作用 段 均 布 荷载 9 作用 段 集中 力 F 作用 处 集中 力 偶 M 作用 处 
前 力图 水 平 线 斜 直线 为 零 处 | 有 突变 (突变 值 王 F) | 如 变 号 无 变化 


， 一 般 为 斜 “| 抛物 线 ( 西 出 方向 有 估 角 ( 尖 角 指 向 同 指 有 突变 
ed ， 这 上 同 9 指 向 ) | 有 极 什 下 向 ) 有 极 值 | (突变 值 二 M) 





























11.5.3 绘制 内 力图 的 一 般 步骤 


(1) 求 反 力 ( 甚 辟 梁 可 不 求 反 力 )。 
(2) 分 段 。 凡 外 力 不 连 续 点 均 应 作为 分 段 点 ， 如 集中 力 及 集中 力 偶 作 用 点 、 均 布 荷载 
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的 起 该 点 等 。 这 样 ， 根 据 外 力 情况 就 可 以 判定 各 段 梁 的 内 力图 形状 。 

(3) 定点 。 根 据 各 段 梁 的 内 力图 形状 ， 选 定 所 需 的 控制 截面 ， 用 截面 法 求 出 这 些 截 面 
的 内 力 值 ， 并 在 内 力图 的 基线 上 用 坚 标 绘 出 。 这 样 ， 就 定 出 了 内 力图 上 的 各 控制 点 。 

(4) 连 线 。 根 据 各 段 梁 的 内 力图 形状 ， 将 其 控制 点 以 直线 或 曲线 相连 。 

例 11.5 如 图 11.17(a) 所 示 外 伸 梁 ， 受 集中 力 偶 和 均 布 荷载 作用 ， 试 作 梁 的 剪 力 图 
和 弯 矩 图 。 

解 : (1) 求 支 座 反 力 。 

设 FA\，F 为 图 示 方 向 ， 根 据 平衡 方程 


Ms=0, 得 忆 一 到 oa (+ ) 








ZF,==0, 得 Fy—Dqa (1¢) 


(2) 作 剪 力图 。 Cx 

将 梁 体 划分 为 CA、AB 两 段 ，C 处 集中 力 侦 对 剪 力 图 无 影响 ，CA 段 无 荷载 作用 ， 剪 
力 为 零 ，A 处 前 力图 有 突变 ， 突 变 值 为 F\，AB 段 上 作用 均 布 荷 载 ， 为 斜 直线 。 

利用 截面 法 ， 求 得 各 控制 蕉 面 的 前 力 值 A 





ER SF, — MR > 


XK” TD Ba 

Es=0 ^ 
根据 各 段 梁 的 前 放 图 形状 ， 将 各 控制 疏 闸 连 线 即 得 到 前 力图 ， 如 图 11. 17(b) 所 示 。 
(3) 作 过 年 图 > 




















将 梁 体 划分 为 CA、AB 两 段 ，C 处 作 
用 集中 力 偶 ， 弯 矩 图 有 突变 ， 突 变 值 为 力 7 3 
偶 值 ，CA 段 前 力图 为 零 ， 则 麻 抢 图 为 水 平 2 让 站 
线 ，AB 段 上 作用 均 布 荷载 ， 为 抛物 线 ， 凸 -| 
起 同 4 指向 。 旬 
利用 截面 法 ， 求 得 各 控制 截面 的 变 | Ee 
ee Fs 图 > 
矩 值 加 gg 
M.=0 < | Si 
和 2 9 而 
Mt =ga’ 
Ms=0 Re 
为 了 求 出 最 大 弯 矩 值 M,,.， 应 确定 前 “jw 
















































































和 
< 


力 为 零 的 截面 的 位 置 ， 应 为 距 A 端 二 < 
处 , 求 得 Ms 一 au:。 0 
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最 后 根据 各 段 梁 的 弯 矩 图 形状 ， 将 各 控制 点 间 连 线 得 弯 矩 图 ， 如 图 11. 17(c) 所 示 。 
例 11.6 一 外 伸 梁 受 均 布 荷载 和 集中 力 偶 的 作用 ， 如 图 11. 18 所 示 ， 试 作 此 梁 的 剪 力 


解 : (1) 求 支 座 反 力 。 
由 平衡 方程 
BM,=0, 得 Fs 二 一 15kN( 1 ) 
ZF,=0, 得 FA 二 35kEN( 人 +) 
(2) 作 前 力图 。 


将 梁 体 划 分 为 CA、AD、DB 3 段 。 
利用 截面 法 ， 求 得 各 控制 截面 的 剪 力 值 
Fsc 一 0 
Fa =20X1=—20kN 
Fi =—20X1+35=15kN 
然后 ， 即 可 绘 出 剪 力 图 ， 如 图 11. 18(b) 


所 示 。 \ 
(3) 作 弯 和 矩 图 。 AN 
利用 截面 法 ， SR 
Me 一 0 ~ \ 

MA 一 一 20X0.5 一 一 10kKNY m\” 

MD 一 一 20X1.5 十 45 又 1 二 5kN，m 

Mb 一 一 15X1= 和 15RN。m x 
Mys=0 YY > 





然后 ， 即 训 徐 出 前 力图 .如 图 11. 18(c) 
所 示 。 全 梁 的 最 大 值 |M| ,一 15kN，m 发 生 
在 D 截 面 偏 右 。 





| 11. 6 又 加 法 作 内 力图 


材料 力学 中 的 三 加 原理 叙述 如 下 : 由 几 个 荷载 共同 作用 下 所 引起 的 某 一 物理 量 ( 如 内 
力 、 应 力 、 应 变 和 变形 )， 等 于 每 一 个 荷载 单独 作用 下 所 引起 的 该 物理 量 的 县 加 。 倒 加 原 
理 在 材料 力学 中 应 用 很 广 。 应 用 琶 加 原理 的 一 般 条 件 为 : 需要 计算 的 某 一 物理 量 ( 如 内 力 、 
应 力 、 变 形 等 ) 必 须 是 荷载 的 线性 齐 次 式 。 

在 材料 力学 中 ， 当 材料 服从 胡 克 定律 ， 且 构 件 的 变形 为 小 变形 时 ， 则 构件 在 外 荷载 作 
下 ,其 内 力 、 应 力 、 应 变 和 变形 大 多 是 荷载 的 线性 函数 ,故此 时 释 加 原理 便 适用 。 下 面 
通过 例题 介绍 一 下 又 加 法 作 弯 矩 图 的 具体 步骤 。 即 当 梁 上 有 几 个 荷载 共同 作用 时 ,可 以 先 
分 别 画 出 每 一 荷载 单独 作用 时 梁 的 弯 和 矩 图 ， 然 后 将 同一 截面 相应 的 各 纵 坐 标 代数 全 加 ， 即 
得 到 梁 在 所 有 荷载 共同 作用 下 的 弯 矩 图 。 
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例 11.7 图 11.19(a) 所 示 的 简 支 梁 桥 受 均 布 荷载 g 和 集中 力 已 共同 作用 。 若 已 知 P 二 
ql， 试 按 又 加 法 作 梁 的 弯 和 矩 图 。 

解 : 首先 把 梁 上 的 荷载 分 成 均 布 荷 载 载 g 和 集中 力 P 单独 作用 (图 11.19(b)、(c))， 
然后 分 别 画 出 g 和 PP 单独 作用 时 的 弯 和 矩 图 (图 11. 19(e)、(f))。 将 相应 的 纵 坐 标 释 加 ， 就 
得 到 gq 和 PP 共同 作用 时 的 弯 矩 图 (图 11. 19(d))。 


和 P=al 
NY 1 C A 中 一 四 1 1 区 
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CANA 
例 11.8 用 释 加 法 作 图 11. 20(a) 所 示 梁 的 弯 逢 图 。 
解 : 首先 把 梁 上 的 荷载 分 成 均 布 荷 载 载 尔 和 集中 力 P 单独 作用 [图 11.19(b)、(c)]， 
作出 弯 矩 图 [图 11. 20(e) 、(f]， 然后 将 广 和 书 引起 的 计 矩 图 相应 的 纵 坐标 状 加 ， 就 得 到 
4 和 己 共 同 作用 时 的 弯 矩 图 EL MW)]. 











图 11.20 


这 种 做 法 把 一 个 复杂 的 问题 化 为 几 个 简单 问题 的 又 加 ,这 给 我 们 解 题 带 来 很 大 的 
方便 。 


本 章 小 结 


1. 平面 弯曲 的 概念 (平面 弯曲 的 力学 模型 ) 

构件 特征 : 至 少 具有 一 个 纵向 对 称 面 的 等 截面 直 杆 ; 
受 力 特 征 : 外 力 偶 或 横向 力作 用 在 杆 的 纵向 对 称 面 内 ， 横 向 力 与 杆 轴线 垂 
变形 特征 : 弯曲 变形 后 。 杆 件 轴 线 变 成 在 外 力作 用 面 内 的 光滑 、 平 坦 的 于 












2. 平面 弯曲 时 横 截 面 上 的 内 力 一 剪 力 和 弯 矩 

剪 力 : 构件 弯曲 变形 时 ， 与 横 截 面相 切 的 分 布 力 系 的 合力 ， 用 Fs 表示 ; 

弯 矩 : 构件 弯曲 变形 时 ， 垂 直 作 用 于 横 截 面 的 分 布 内 力 系 的 合力 偶 矩 ， 用 M 表示 ， 

剪 力 方程 与 弯 矩 方程 : 构件 各 横 截面 上 的 剪 力 、 弯 和 矩 表示 为 坐标 位 置 x 的 函数 ， 即 表 
示 剪 力 、 弯 矩 随 截面 位 置 而 变化 的 函数 关系 
Fs=Fs(x), M=M(zx) 

剪 力图 与 弯 矩 图 : 表示 横 截 面 上 剪 力 、 弯 和 矩 沿 杆 轴线 变化 规律 的 图 线 ， 即 将 剪 力 方 
程 、 弯 矩 方程 用 图 线 表示 。 

3. 荷载 集 度 、 剪 力 和 弯 矩 间 的 关系 

dFs dM_, dM _dFs 









































dr 9 dr Ss dr dr ©, 
及 利用 关系 作 剪 力图 和 弯 和 矩 图 的 规律 。 aN 
4. 邯 加 法 作 内 力图 SS 
了 六 二 
思 考题 
SA 


1. 如 何 计算 剪 力 和 弯 矩 ?如何 确 定 其 正 负 符号 ? 

2. 列 Fs(z) 及 M(z) 方 程 时 ,在 何不 需要 分 段 ? 

3 如 何 确定 最 大 弯 矩 ? 最 大 冤 爷 是 否 一 定 发 生 在 前 为 为 零 的 权 截 面 上 ? 
“集中 力 及 集中 力 侦 你 所 条 移 件 鹤 而 上 的 轴 加 < 姑 、 芭 力 、 硒 类 如 何 变 化? 





9 AR 人 ^ 
>AA ye NS 
SS 习 于 题 
XW 2 
> 
11 -1 试 求 图 11. 21 所 示 各 梁 中 指定 截面 上 的 剪 力 和 弯 矩 。 
2kNm 5kN 
I 2 B 
| 2 
加 
@ b) 
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11-2 如 图 11.22 所 示 试 写 出 下 列 各 梁 的 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 ， 并 作 剪 力图 和 弯 和 矩 图 。 


4kN -m 


gkNh 75 0.2kN 向 
4 - B c B 
而 D am 
10m 
Q b) 





X E 图 11.23- 
11 -4 如 图 了 24 所 示 ， i 
FA 二 F=ga 
‘ qa 


F=al ye 





四 全 
图 11. 24 

11-5 已 知 简 支 梁 的 剪 力 图 如 图 11.25 所 示 。 试 作 梁 的 弯 矩 图 和 荷载 图 已 知 梁 上 

没有 集中 力 偶 作 用 。 




















3kN 











图 11.25 
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11-6 试 根据 弯 矩 、 剪 力 与 荷载 集 度 之 间 的 微分 关系 指出 图 11. 26 所 示 剪 力图 和 弯 
和 抢 图 的 错误 。 
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图 11. 26 


11 -7 试 根据 图 11. 27 所 示 简 支 梁 的 弯 矩 图 作出 梁 的 剪 力图 与 荷载 图 。 


1OKN 中 10kN 





图 11. 27 


11 -8 试用 又 加 法 作 图 11. 28 所 示 各 梁 的 弯 和 矩 图 。 
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20kN 各 





tp 


Cc) 
图 11.28 入 
11 -9 试 作 简 支 染 在 图 11. 29 所 示 4 种 荷载 情况 下 的 洽 se 并 比较 其 最 大 弯 矩 值 。 


这 些 结 果 说 明 梁 上 的 荷载 不 能 任意 用 其 静 力 等 效力 aa 使 梁 内 
Ms 下 降 的 情况 。 





图 11. 29 


11-10 如 和 欲 使 图 11, 30 所 示 外 伸 梁 的 跨度 中 点 处 的 正 弯 矩 值 等 于 支点 处 的 负 弯 矩 
值 ， 则 支 座 到 端点 的 距离 a 与 梁 长 ! 之 比 a/l 应 等 于 多 少 ? 
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第 12 六 
截面 的 几何 性 质 


【教学 提示 】 

在 计算 杆 的 应 力 和 变形 时 ,常常 要 用 到 杆 模 截面 的 几何 性 质 , 例如 拉 压 杆 的 横 截 面积 
A， 捏 转 时 的 极 惯性 矩 下 ， 以 及 后 面 要 在 梁 的 弯曲 计算 中 用 到 的 静 矩 、 惯 性 矩 等 。 本 章 主 
要 介绍 这 些 截 面 几何 性 质 的 定义 和 计算 方法 。 

【学 习 要 求 】 \ 

明确 静 矩 、 惯 性 矩 、 惯 性 积 、 惯 性 半径 ， 以 及 主 惯性 轴 兴 注 惯性 矩 的 定义 ， 并 掌握 其 
特征 ， 热 悉 常 用 的 截面 图 形 ( 如 和 矩形 、 图 形 ) 的 形 心 主 惯性 和 矩 的 计算 公式 ， 并 能 正确 应 用 平 
行 移 轴 公式 ， 计 算 组 合 图 形 的 形 心 主 惯性 矩 ， 了 解 较 复杂 侈 截面 图 形 形 心 主 惯性 和 矩 的 计算 
步骤 与 方法 。 AN 


| 42: 个 吏 短 和 形 必 


设 一 任意 形状 的 截面 ， 如 图 121 所 示 ， 截 面 面 视 为 父 。 在 截面 中 任 取 一 微 面积 dA， 

该 微 面积 到 两 坐标 轴 的 距离 分 别 为 = 和 y， 则 ydA 和 zdA 分 别称 为 该 面积 元 素 dA 对 x 轴 

和 y 轴 的 静寂 若 沿 着 整个 截面 面积 进行 积分 ， 可 得 
到 下 列 两 个 方程 

S. =| ydA, = | :aa Cl2—1y 


分 别 定义 为 该 截面 对 < 轴 和 y 轴 的 静 矩 。 截 面 的 
静 矩 是 对 于 一 定 的 轴 而 言 的 ， 同 一 截面 对 不 同 坐标 轴 
有 不 同 的 静 矩 。 由 静 矩 公式 可 知 ， 静 矩 可 以 是 正 值 或 
负 值 ， 也 可 以 是 零 ， 其 单位 为 mi 。 

由 理论 力学 中 的 合力 矩 定理 可 知 ， 若 将 面积 视 为 

均 质 等 厚度 薄板 ， 则 其 重心 坐标 为 
| ydA | zdA 
1a 4 














Y= 一 ~ 


A I A 
而 均 质 薄板 的 重心 与 薄板 平面 图 形 的 形 心 重合 ， 所以， 上 式 可 用 来 计算 截面 的 形 心 





= 并，= 一 对 (12 -2) 
因此 ， 若 知道 截面 对 于 x 轴 和 > 轴 的 静 矩 ， 即 可 求 得 截面 形 心 的 坐标 ， 若 将 公式 改 为 
S.=Ay., S,=Az, (12 -3) 
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则 在 已 知 截面 面积 以 及 形 心 坐标 时 ， 即 可 求 得 截面 相对 于 > 轴 和 y 轴 的 静 和 矩 。 因 y,、 
z. 为 截面 形 心 到 > 轴 和 y 轴 的 距离 ， 因 此 ， 若 某 一 轴 通 过 截面 形 心 ， 则 截面 对 这 一 轴 的 静 
和 拖 为 零 ; 反之 ， 若 截面 对 某 一 轴 的 静 矩 为 零 ， 则 此 轴 一 定 通过 截面 的 形 心 。 

若 某 一 截面 是 由 几 个 简单 图 形 组 成 的 ， 则 称 这 一 截面 为 组 合 截 面 。 在 计算 组 合 截面 对 
某 个 轴 的 静 和 矩 时 ， 由 于 简单 图 形 的 面积 及 其 形 心 位 置 均 已 知 ， 可 分 别 计算 各 简单 图 形 对 该 
轴 的 静 矩 ， 然 后 再 代数 求 和 ， 即 


= Sig S, = VA (12-4) 
名 气 


式 中 A;，y;，z; 分 别 代表 简单 图 形 的 面积 和 形 心 坐标 ，? 为 简单 图 形 的 数量 ， 将 式 (12 - 4) 代 
入 式 (12 -2) 中 可 得 计算 组 合 截 面 形 心 坐 标的 公式 为 




















w= KO (12-5) 


例 12. 1 对 称 的 工 形 梁 截面 尺寸 如 图 12.2 。 ， 一 

所 示 ， 求 该 截面 的 形 心 位 置 。 NS 
解 : 因 图 形 相对 于 y 轴 对 称 ， 所 以 形 心 

定 在 该 对 称 轴 上 ， 即 <, 为 零 , 下 一 步 只 








可 视 具 体 情况 进行 选取 ， 若 将 截面 下 如 作为 < 
轴 ， 并 将 组 合 截 面 划 分 为 工 刀 卫 两 个 矩形 ， 
则 有 x 

A1 =0.072m:, An=0.008m’ 




















y1 =0 6 yn =0.2m » ~ 
n \y 人 
2ADNY 
=! AiyiTAnyn _ 2 
yy 2 二 An 0. 323m 
>A 


| 12. 2 惯性 矩 和 惯性 积 


设 一 面积 为 A 的 任意 形状 截面 如 图 12. 3 所 示 。 在 图 形 
内 任 取 一 微 面积 dA， 则 dA 与 其 至 坐标 原点 距离 平方 的 乘 
积 p* dA 称 为 微 面积 对 O 点 的 极 惯性 矩  。 
下 =| eaa (12-6) 
上 述 积 分 应 遍及 整个 截面 面积 A， 上 且 恒 为 正 值 , 单位 
海 的 全 
微 面积 dA 与 其 至 < 轴 或 y 轴 距 离 平 方 的 乘积 y* dA 或 
>* dA 分 别称 为 该 面积 元 素 对 于 < 轴 或 y 轴 的 惯性 矩 ， 若 对 
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工程 力学 
~ 
整个 截面 积分 则 得 到 截面 对 x 轴 和 y 轴 的 惯性 矩 ， 即 为 
I = | yda, 六 =| =idA (12 -7) 
从 图 12. 3 中 可 知 , p= 二 x 十 yw， 则 有 
n= oaa=| e+y )dA=1,+I. (12 -8) 


此 式 表明 ， 截 面 对 一 点 的 极 惯性 矩 的 数值 ， 等 于 截面 对 以 该 点 为 原点 的 任意 两 正 交 坐标 轴 
的 惯性 矩 之 和 。 

微 面积 dA 与 其 分 别 至 = 轴 和 > 轴 距 离 的 乘积 yzdA， 称 为 该 微 面 积 对 于 两 坐标 轴 的 惯 
性 积 ， 若 对 整个 截面 积分 ， 则 





1, = | yzdA (2 一 9 


此 为 整个 截面 对 于 >、y 两 个 轴 的 惯性 积 。 同 一 夫 面 双 于 不 同和 括 条 的 名 性 下 或 从 性 可- 
般 是 不 同 的 。 惯 性 矩 的 数值 恒 为 正 值 ， 而 惯性 积 则 可 能 为 还 值 或 负 值 ， 也 可 能 为 零 。 若 >、 
y 两 坐标 轴 中 有 一 个 为 截面 的 对 称 轴 ， 则 其 惯性 积 为 零 、 ee ls 
在 工程 中 ， 有 时 将 惯性 矩 表示 为 截面 面积 A 与 基 二 长 度 平 方 的 滋 积 ， 上 
1.=i:A,. I sx C2 = 1 
式 中 ,i 和 分 别称 为 截面 相对 于 = 轴 和 了 输 的 避 性 半径 ， 单位 为 m。 当 已 知 截面 面积 A 
和 惯性 矩 I. 和 了 时， 惯性 半径 即 可 直下 式 求 得 








4 、 轴 一 |/ 定 (到 =] 


oi gr 惯性 箱 、 惯性 积 以 及 上 节 讨 论 的 静 矩 等 均 属于 平面 图 
= POG et, 

例 12.2 图 .12.4 为 一 矩形 截面 ，>、y 轴 均 通过 形 心 ， 
且 < 轴 平 行 于 底 边 ，y 轴 平 行 于 侧 边 ， 试 计算 该 截面 对 
轴 和 > 轴 的 惯性 矩 以 及 对 = 、y 轴 的 惯性 积 。 

解 : 先 计算 对 = 轴 的 惯性 矩 。 取 平行 于 > 轴 的 阴影 部 
分 作为 微 面积 ， 则 









Fa 


图 12.4 


bp dA=bdy 
bh 


a 
| wa | es 3 











同 理 ， 可 以 求 得 对 > 轴 的 惯性 矩 为 


1 46 
12 
下 面 讨论 惯性 积 ， 若 >、y 两 个 坐标 轴 中 有 一 个 为 截 由 
面 的 对 称 轴 ， 则 其 惯性 积 为 零 。 而 图 中 两 轴 均 为 对 称 轴 ， | 
因此 其 对 >、y 的 惯性 积 为 零 。 
例 12. 3 试 计算 图 12. 5 所 示 的 圆 截 面 对 其 形 心 轴 ( 即 





直径 轴 ) 的 惯性 矩 。 
解 : 以 圆心 为 原点 ， 选 择 坐 标 轴 =、y， 如 图 12.5 所 
示 ， 取 平行 于 x 轴 的 阴影 部 分 作为 微 面积 ， 则 
dA=2zdy 图 12.5 











各 12 恒 。 堆 面 的 几何 性 质 





下 =| yaa =| > X2xzdy = 二 yr Va 一 多 dy 
式 中 引用 了 = 一 V(d/2) 一 交 这 一 几何 关系 ， 并 利用 了 截面 对 称 于 = 轴 的 关系 将 积分 下 限 
进行 了 改动 。 利 用 积分 公式 可 得 
| [a7 —y a (aT — y+ oa] nd’ 




















64 
利用 圆 截 面 的 极 惯性 矩 天 go ， 由 于 圆 截面 对 于 任 一 形 心 轴 的 惯性 矩 均 相 等 ， 因 而 1. 二 
I,。 由 式 (12 - 8) 可知 
sy = 
bb oer 





设 一 面积 为 A 的 任意 形状 的 截面 如 图 12. 6 所 未， 城 夯 对 任 意 的 =、 > 轴 的 惯性 矩 和 惯 
性 积分 别 为 二、 五 和 Ts 。 通 过 截面 的 形 心 G 有 分 别 平行 于 =、 y 轴 的 z。.、y. 轴 ， 称 为 形 
心 轴 。 截 面 对 于 形 心 铀 的 术 栓 年 和 异性 可 人 为 I 
I 和 I ， 


yh 





截面 上 任 一 微 面积 dA 在 两 改 柱 有 内 的 华 标 ( : 
和 (xz。，y.) 之 间 的 关系 为 ”一 AN” \ 2 
z=z. br “yy.+a ND 





式 中 ， a、 是 截面 形 心 雁 Ozy 坐标 系 内 的 坐标 值 ， 即 5 
先 求 共 面 对 于 = 轴 的 机 性 短 。 根 据 定义 ,截面 对 于 < 纠 

















的 惯性 矩 为 人 3 0 去 9 
jaraa 图 12.6 
将 式 (a) 代 入 可 得 
1.= | waa 一 Lo 十 a):dA = | saa+ za| yaa+e| an (b) 
根据 惯性 矩 和 静 矩 的 定义 ， 上 式 右 端的 各 项 积分 分 别 为 
| aa = 工 ， | yaa = S.， aa =A 
其 中 因为 x. 通过 截面 形 心 C， 因 此 第 二 项 对 <. 轴 的 静 矩 为 零 。 于 是 式 (b) 可 写 为 
= (12 一 12a)》 
同 理 
1 三 1], A (12 -12b) 
Ts =i, 十 a0A (12—12c) 





式 (42-12) 即 为 惯性 逢 及 惯性 积 的 平行 移 轴 公式 ， 式 中 的 a、5 两 坐标 值 有 正 负 号 ， 可 有 
截面 形 心 C 所 在 的 象限 来 决定 。 在 应 用 平行 移 轴 公 式 时 应 注意 ， 其 中 的 x.、y. 轴 必 须 通 
过 形 心 ， 否 则 不 能 应 用 。 


189 





| 12. 4 主 惯性 轴 和 主 惯性 矩 


1. 惯性 矩 和 惯性 积 的 转轴 公式 


图 12. 7 为 一 任意 截面 ，x、y 为 过 任 一 点 O 
的 一 对 正 交 轴 ， zl 、y 为 过 O 点 的 另 一 对 正 交 
轴 ， 两 对 坐标 成 a 角 。 截 面 对 >、y 轴 的 惯性 矩 
I.、T, 和 惯性 积 T., 均 已 知 ， 现 求 截面 对 > 轴 
和 yi 轴 的 惯性 矩 I 和 天 ,以 及 对 = 、> 轴 的 惯 
性 积 I 5 Y 信 
从 图 12.7 中 而 以 着 
2 =O SOKF BD=zcosat ysine 
=AC=AD— EB= ycosa— zsina 
先 计算 对 =， 轴 的 惯性 矩 。 根据 定义 ,截面 
对 xx 轴 的 惯性 逢 为 


5 = si ?dA 


























= oA de—{, i 


将 cos*a 二 Ceos2ay2 和 si a 经 整理 可 得 








Vy < I = :各 ar sin2a (12 -13) 

用 同样 的 汶 法 得 鹤 面 对 yi 轴 的 惯性 矩 和 对 =,、 x 轴 的 惯性 积 ， 即 
1 = 3 一 TT 12 =14Y 
sin2at Tcos2a (12 -15) 


式 (12-13)、 式 (12-14) 和 式 (12 -15) 就 是 惯性 矩 和 惯性 积 的 转轴 公式 。 式 中 a 角 的 
正 负 号 规定 如 下 : 车 以 < 轴 为 基线 ， 逆 时 针 转 为 正 ， 顺 时 针 转 为 负 。 


2. 主 惯性 轴 和 主 惯 性 矩 


由 式 (12 一 15) 可 知 ， 当 a 变化 时 ,惯性 积 的 值 也 随 之 变化 ， 可 以 是 正 值 、 负 值 ， 也 可 
以 是 零 。 因 此 随 着 角度 a 的 变化 ， 总 可 以 找到 一 对 坐标 轴 z。、y。， 使 惯性 积 等 于 零 ， 这 上 
的 z 轴 和 w 轴 就 称 为 主 惯性 轴 或 简称 为 主轴 ， 截 面 对 主 轴 的 惯性 矩 称 为 主 惯性 矩 。 下 面 
讨论 如 何 确定 主轴 的 位 置 和 进行 主 惯性 矩 值 的 计算 。 

设 w 为 主轴 与 原 坐 标 轴 间 的 夹 角 ， 根 据 主 惯性 矩 的 定义 ， 将 其 代入 式 (12-15) 中 ,并 
让 惯性 积 为 零 ， 即 






































和 二 工 可 L sin2a 二 I,, cos2a, =0 


190 


第 12 副 ”截面 的 几何 性 质 





从 而 得 到 


tange, =—7 (12—16) 


通过 此 式 可 以 确定 主轴 的 位 置 ， 将 得 到 的 角 wmw 代入 式 (12 -13) 和 式 (12 -14) 中 
即 可 得 到 截面 的 主 惯性 轴 。 为 了 计算 方便 ， 可 直接 导出 主 惯 性 矩 的 计算 公式 ， 为 此 ， 通 
过 式 (12 -13) 可 得 


























1 了 一 五 
cos2a 一 一 一 5 
ITtanz2a， VO —1,) :+4L, 

tan2a, 21. 
sin2a, = ee 一 
1 十 tan 2a 《一 克基 二 人 


再 将 这 两 个 式 子 代入 式 (12 -13) 和 式 (12 -14) 中 ， Wg 


IL+I 
1 一 二 太 CI LY 1 \ (12 -17a) 





(12-17b) 





这 两 个 主 惯性 矩 是 截面 对 通过 O 点 各 轴 交 惯性 论 中 的 最 大 值 和 最 小 值 。 过 截面 上 的 任 
一 点 均 可 找到 一 对 主轴 。 通 过 截面 形 心 的 主轴 称 为 形 心 主轴 ， 对 形 心 主轴 的 惯性 矩 称 为 形 
心 主 惯性 矩 。 具 有 对 称 铀 的 截面 如 矩形 : `\ 贺 形 、 工 字形 等 ， 其 对 称 轴 即 为 形 心 主轴 ， 因 为 














对 称 轴 既 是 主轴 又 通过 形 心 。) ， > | XXX 
. 降 5 的 


在 工程 和 兴 人 通 到 组 合共 面 qf 根据 惯性 矩 和 惯性 积 的 定 
义 可 知 ， 组 合 截面 对 某 一 坐标 轴 的 惯性 矩 或 惯性 积 就 等 于 其 各 个 组 成 部 分 (简单 图 形 ) 对 同 
一 坐标 轴 的 惯性 矩 或 惯性 积 之 和 。 若 截面 有 ， 个 组 成 部 分 ， 则 组 合 截 面 对 于 *、y 两 轴 的 
惯性 矩 和 惯性 积分 别 为 

工 = DDL, DL=2O, I = DI 

式 中 的 1;、1; 和 I 分 别 为 组 合 截面 中 第 i 个 组 成 部 分 对 于 <、y 两 轴 的 惯性 矩 和 惯 

在 计算 组 合 截面 的 形 心 主 惯性 矩 时 ， 应 首先 确 
定 组 合 截 面 形 心 位 置 ， 然 后 过 形 心 选 择 一 条 便于 计 
算 惯性 矩 和 惯性 积 的 坐标 轴 ,， 计算 出 组 合 截面 对 这 
个 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积 ， 再 通过 式 (12 -16) 和 式 (12 
-17) 确 定形 心 主轴 的 位 置 和 截面 对 形 心 主 轴 的 惯 
性 矩 。 

例 12.4 求 例 12. 1 中 截面 的 形 心 主 惯性 矩 。 

解 : 通过 例 12. 1 已 经 确定 了 形 心 位 置 
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截面 为 对 称 截 面 ， 因 此 对 称 轴 
心 主轴 z,。， 如 图 12.7 所 示 。z。 轴 到 两 个 矩形 形 必 心 的 距离 分 别 为 
al 二 0. 137m， ar 一 0. 123m 
截面 对 x, 轴 的 惯性 矩 为 两 个 简单 矩形 对 x, 轴 的 惯性 和 矩 之 和 ， 即 
及 = 及 +Arat + +AnaY 





进而 可 以 确定 另 一 形 








12 0.6mX0. 12mX (0. 137m) 十 12 


= (2m C0- 12m 加 0.2mX0. 4m 
十 0.2mX0. 4mX(0. 123m)*) 


=0.37X10™m! 1 入 
截面 对 w 轴 的 惯性 矩 为 KK 


一 站 一 f0 aaa .6m)’ ,0. 4mX (0. 2m)’ 
,= 二 十 十 | 
112 12 
0 


二 0. 242※ 
he RN ENE 
必 守 





2cm 


局 解 : 将 该 图 视 为 由 工 、[L、 孟 共 3 个 矩形 组 成 
AS 截面 ， 显 然 组 合 截面 的 形 心 与 拭 形 卫 的 形 必 
重合 。 为 了 计 形 定 轴 的 位 置 和 形 心 主轴 的 数 
值 ， 首 先 过 形 必 选择 一 对 便于 计算 惯性 算 和 惯性 积 
的 >、 轴 。 如 图 12.9 所 示 ， = 轴 平行 于 底 边 。 逢 
珍 下 前 形 之 在 原点 ， 答 形 工 、 四 的 形 心 在 所 选 从 标 
系 中 的 坐标 为 

al =0.04m an =—0.04m 
| 一 一 0.02m ( =0. 02m 


8cm 





” 6am 


图 12.9 


组 合 截 面 对 >、y 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积分 别 为 
_ ,10.06mX (0.02m)’ 
l 0 





0. 02mX (0. 06m)’” 


十 0.06mX0.02mX(0. 04m)’ ]™ 十 
=0. 428 X10 m’ 


CE 02mX0.06m’ 0. 06m xX 0. 02m’ 
12 


将 到 


十 0.06mX0.02mX0. 02m: Jm 中 
=0.172X10 sm’ 
1,=[0.04mX(—0. 02m) X0.06mX0.02m+(—0. 04m) X0. 02mX0. 06mX0. 02m] 
一 一 0. 192X10 mt 
将 求 得 的 3 个 值 代 入 式 (12- 16) 中 得 
275 2X(—0. 192X10 )m: 
T= (0. 428 X10 0.172X10 )m’ 








tan2a, 


一 1.8 


则 有 a, 二 0. 491rad。 
则 形 心 主轴 z, 为 从 轴 z 逆 时 针 转 0. 491rad 得 到 的 轴 ， 另 一 形 心 主轴 yw 与 zo 垂直 。 
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将 I.、I, 和 了 ,, 值 代入 式 (12 -17) 中 可 得 
hl 
及 二 了 一 一 7 十/ ( 工 一 了 大 十 4 


(0. 428 十 0. 172) X10 











mm 十 - [L(0. 428 一 0. 172)X 10 一 下 十 4(0. 192X10 一 六 mt 














区 
=0.531 X10 mm’ 
上 0. 69 X10 mi’ 
本 章 小 结 
A 
1. 静 矩 与 形 心 KK、 
截面 对 于 > 轴 和 y 轴 的 静 矩 ， NA 
下 | aa sj 
形 心 坐标 : X ON 
yc<S: ~ 2 5. 
SR 4 
2， 惯 性 矩 与 惯性 积 YX vd 
截面 对 < 轴 和 y 轴 的 惯性 短 ; xz x 广 
We 人 二 | aaA， en 
截面 对 一 点 的 航 惯性 矩 pA 











NEY | eaa Pf swan 癌症 下 
截面 对 于 两 坐标 轴 的 惯性 积 : 





1, = | aa 
惯性 半径 : 
:= 压 ;= 压 
A A 
3. 平行 移 轴 公式 
LL.=I. 十 a2A 
1,=1,.+6A 


I, =1., +abA 
其 中 ,a 为 截面 形 心 到 > 轴 的 距离 ，2 为 截面 形 心 到 y 轴 的 距离 。 
4. 主 惯性 轴 的 求解 
首先 任 取 一 对 通过 形 心 便于 计算 惯性 矩 的 坐标 轴 x>、y， 计 算出 截面 对 >、y 轴 的 惯性 
矩 T- 、E 和 惯性 积 TI- 。 
由 下 式 求解 主 惯性 轴 与 原 坐标 轴 间 的 夹 角 mw 
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工程 力学 
Bi 
tan2a, 一 -二 
从 而 可 以 确定 主 惯性 轴 的 位 置 ， 进 而 可 以 得 到 主 惯 性 矩 为 
，_LHP 
中 











I 


5. 组 合 截面 惯性 矩 的 计算 
若 截面 有 个 组 成 部 分 ， 则 组 合 截面 对 于 =、y 两 个 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积分 别 为 


I.= Ds 了 一 Dy I, = Dis 





1 如 图 12.10 所 示 ， 各 夫 面 图形 中 的 C 是 形 心 ” 套 让 截面 图 玫 对 坐标 轴 的 惯性 各 等 
于 零 ? 哪些 不 等 于 零 ? XS 








图 12.10 


2 试问 图 12. 11 所 孙 的 两 个 截面 的 惯性 矩 上 是 否 可 按照 二 一 多 一 各 全 来 计算 ? 


3. 由 两 根 同一 型 号 的 槽 钢 组 成 的 截面 如 图 12. 12 所 示 。 已 知 每 根 槽 钢 的 截面 面积 为 
A， 对 形 心 轴 w 的 惯性 矩 为 I ,并且 y,、y, 和 >y 为 相互 平行 的 3 根 轴 。 试 问 在 计算 截面 
对 y 轴 的 惯性 矩 1 时， 应 选用 下 列 哪 一 个 算式 ? 


了 区 





图 12.11 
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4. 图 12. 13 所 示 为 从 一 个 等 边 三 角形 中 心 挖 去 一 个 半径 为 的 圆 孔 的 截面 。 试 证 明 该 
截面 通过 形 心 C 的 任 一 轴 均 为 形 心 主 惯性 轴 。 
5 直角 三 角形 截面 斜 边 中 点 D 处 的 一 对 正 交 华 标 轴 <、y 如 图 12. 14 所 示 ， 试 问 
(1) x、y 是 否 为 一 对 主 惯 性 轴 ? 已 
(2) 不 用 积分 ,计算 其 了 和 1 了,。 必 








日 
| 
| 
| 


1 SN >= 















> 


EE 
200 史 史 及 
人 so ,| 


@ 中 人 单位 : mm) 
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图 12. 15 


12 -2 试 求 图 12. 16 所 示 各 截面 的 阴影 面积 对 轴 的 静 和 矩 ( 图 中 单位 ， mm) 。 
12 -3 试 计算 图 12. 15 中 各 平面 图 形 对 形 心 轴 =. 的 惯性 和 矩 。 
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ss 和 
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了 
300 























图 12. 16 
12 -4 试 分 别 求 图 12. 17 所 示 环形 和 箱 型 截面 对 其 对 称 轴 . 的 可 性 夫 ( 图 中 单位 ; mm) 。 
12 -5 求 图 12. 18 所 示 三 角形 截面 对 过 形 心 的 x 轴 (s 负 平 行 于 底 边 ) 与 xi 轴 的 惯 
性 矩 。 SET 





从 
12 -6 同 斌 19 中 的 = 轴 与 =, 轴 平行 ， 两 个 轴 间 的 距离 为 a， 如 截面 对 x 轴 的 惯性 
和 矩 T. 已 知 ， 问 按 式 I 二 I 十 a*bh 来 计算 1 是 否 正确 ? 
12 -7 试用 积分 法 求 图 12. 20 所 示 半 圆 形 截面 对 < 轴 的 静 矩 ， 并 确定 其 形 心 的 坐标 。 
12 -8 试 求 图 12. 21 所 示 ~ 一 lm 的 半圆 形 截面 对 x 轴 的 惯性 矩 ， 其 中 x 轴 与 半圆 形 
的 底 边 平行 ,相距 lm。 


2AA 
< -人 > 

VY | 漂 下 :名 pA 图 12. 18 
: 





图 12.19 图 12.20 12.21 


12 -9 试 求 图 12. 22 所 示 各 截面 对 其 形 心 轴 > 的 惯性 矩 。 
12 -10 在 直径 D=8a 的 圆 截 面 中 ， 开 了 一 个 2a X 4a 的 矩形 孔 ， 如 图 12. 23 所 示 ， 
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1000 上- 2 人 
[7 多 
300 501005 性 并 ee 
色 人 单位: mm) 了 ) 人 单位: mm) [9 全 (单位 : mm) 


图 12. 22 
试 求 截面 对 其 水 平 形 心 轴 和 竖 直 形 心 轴 的 惯性 矩 。 
12 -11 正方 形 截面 中 开 了 一 个 直径 4 一 100mm 的 半圆 形 孔 ， 如 图 12. 24 所 示 。 试 确 
定 截 面 的 形 心 位 置 ， 并 计算 对 水 平 形 心 轴 和 竖 直 形 心 轴 的 惯性 短 (图 中 单位 ，mm) 。 
12 -12 求 国 2 着 所 未 尖 本 下 心 主 机 的 位 和 秋 必 人 的 数值 。 


< 120m 













红 
从 





图 12.23 ， ~ 图 12. 24 NA 图 12.25 
CR 


< 放 
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